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PREFAZIONE

Pier Cesare Rivoltella

Alex Pentland (2015), in un libro importante di qualche anno fa, gettava le

basi di una neoscienza, la )sica sociale. L’oggetto di questa scienza sono i dati,

i Big Data, che essa studia grazie al contributo dell’informatica. L’importanza

degli analytics si riconosce qui: essa consiste nel rendere possibile analizzare

enormi basi di dati producendo in questo modo una discontinuità forte, per

non dire un cambio di paradigma, all’interno della ricerca quantitativa. Infatti,

quel che diviene possibile è  prendere in considerazione l’intero universo di ri-

ferimento, senza più bisogno di procedere alla strati)cazione campionaria. È la

potenza del calcolo a renderlo possibile, con impatti sulla ricerca che solo in

un prossimo futuro si potranno apprezzare.

Il libro di Annamaria De Santis ri7ette proprio su questo tema: il rapporto tra

analytics e ricerca quantitativa nel caso speci)co della ricerca educativa. Si trat-

ta di una scelta importante e quanto mai opportuna. Infatti, il campo della ricer-

ca educativa, soprattutto nel nostro Paese, soffre una drastica polarizzazione

nel dibattito e nella pratica specialistici.

La prima polarizzazione è tra ricerca qualitativa e quantitativa, con una sensi-

bile centratura soprattutto sulla dimensione qualitativa. Non sempre si tratta di

una scelta metodologica. Spesso è il risultato della dif)coltà a gestire il tecnici -

smo richiesto dalla ricerca quantitativa, una dif)coltà che si spiega con l’assen-

za di una robusta formazione quantitativa nella maggior parte delle scuole di

dottorato. Ma poi anche sull’impostazione metodologica dell’approccio quali-

tativo vi sarebbe da discutere, poiché anch’esso richiederebbe rigore e la mes-

sa in campo di strumentalità e attenzioni non scontate.

La seconda polarizzazione è tra ricerca Evidence Based e non Evidence Ba-

sed.  Questa  polarizzazione  nasce  dall’importazione  nel  nostro  Paese
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dell’approccio e dei lavori di Hattie, con una lettura spesso radicale che non

sempre  rispecchia  l’esatta  posizione  del  ricercatore  neozelandese.  Con

l’approccio EBE si è fatta la conoscenza degli studi di meta-analisi attribuendo

a essi un valore predittivo enorme in relazione alla valutazione dei processi vol-

ta a volta oggetto di studio. Ancora una volta sul secondo estremo dell’asse di

oscillazione si trovano gli studi non improntati a una logica EBE, nella maggior

parte dei casi qualitativi.

Il risultato di questa doppia polarizzazione ha )nito già per produrre molte al-

lergie nei confronti della ricerca quantitativa e altre rischia di produrne in futu-

ro. Per questo lo studio di Annamaria De Santis riveste un ruolo di particolare

importanza. Esso offre al giovane studioso, ma anche al ricercatore affermato

non quantitativista, l’opportunità di accostarsi a un campo di analisi oggettiva-

mente complicato con la possibilità di ricavarne un’adeguata in-formazione, av-

viando al contempo la riduzione delle polarizzazione cui facevamo cenno.

L’attenzione va nello speci)co all’analisi multivariata che viene presentata con

competenza  e  chiarezza  espositiva,  grazie  anche a  una  preziosa  galleria  di

esempli)cazioni e casi. Il risultato è un libro serio, rigorosissimo dal punto di vi-

sta metodologico, informato e aggiornato, corredato da un’ottima bibliogra)a.

Una pista di lavoro che si auspica inauguri una serie di studi in grado, come

questo, di rilanciare l’importanza della ricerca quantitativa in educazione.

Milano, luglio 2022

Pier Cesare Rivoltella

Università Cattolica del S. Cuore

Presidente della SIREM

Società Italiana di Ricerca sull’Educazione Mediale

Riferimenti bibliogra�ci

Pentland, Fisica sociale. Come si propagano le idee. Roma: LUISS 2015.



PREFAZIONE

Corrado  Crocetta

I metodi statistici hanno avuto un enorme sviluppo grazie alla crescente po-

tenza di calcolo dei computer. Per assumere decisioni in condizioni di incertez-

za è necessario disporre di dati af"dabili e di modelli adeguati alla complessità

dei fenomeni analizzati.

La crescente disponibilità di dati rende possibile ottenere informazioni molto

dettagliate su fenomeni in rapida evoluzione, ampliando il livello di conoscen-

za delle dinamiche sottostanti. Questo incremento esponenziale dei dati e de-

gli strumenti di analisi non è privo di pericoli poiché la disponibilità di software

sempre più user-friendly se da un lato ha facilitato l’accesso a questi strumenti

a persone con background culturali molto diversi, dall’altro ha elevato il rischio

che chi effettua le analisi non sia in grado valutare gli effetti dell’utilizzo di dati

di bassa qualità o di ottenere risultati distorti.

Per questo motivo un manuale di statistica multivariata dedicato al tema spe-

ci"co del learning analytics è particolarmente utile. In questo volume Annama-

ria De Santis fornisce gli elementi essenziali per esplorare vari tipi di dati che

provengono da ambienti educativi per capire meglio gli studenti e i contesti in

cui imparano. In questo libro, scritto in modo chiaro e comprensibile anche ai

non addetti ai lavori, si mostra come utilizzando i dati in modo intelligente si

possono ottenere modelli di analisi per scoprire informazioni e connessioni so-

ciali, per predire e dare consigli sull’apprendimento.
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Gli otto capitoli che compongono questo volume forniscono una panoramica

dei metodi di statistica multivariata utili per chi intende utilizzare le tecniche di

learning analytics cogliendo le connessioni più signi"cative presenti in grandi

banche dati  correlate all’apprendimento o per  chi  vuole analizzare i  diversi

aspetti educativi per ottimizzare le opportunità di apprendimento degli allievi.

Bari, agosto 2022

Corrado Crocetta

Università degli Studi di Bari Aldo Moro

Presidente della SIS

Società Italiana di Statistica



INTRODUZIONE

Negli ultimi decenni lo sviluppo dell’utilizzo di ambienti online per la forma-

zione ha fatto emergere la disponibilità di grandi quantità di dati in relazione ai

processi educativi. Tale disponibilità ha immediatamente stimolato l’utilizzo dei

dati per descrivere, conoscere e, in de%nitiva, poter migliorare l’apprendimen-

to, l’insegnamento, la piani%cazione e l’organizzazione della didattica.

Si sono affermate nuove aree disciplinari, per esempio quella dei  Learning

Analytics o dell’Educational Data Mining o dell’Educational Big Data Analysis. È

stato un processo del tutto analogo a quello che ha fatto radicare una discipli-

na come la Psicometria.

Ma cosa hanno in comune questi  “nuovi” ambiti  disciplinari? La risposta è

quanto mai semplice: l’applicazione di adeguati − a volte innovativi − approcci

statistici a un preciso campo di indagine, quello educativo (in senso ampio) o

quello psicologico-cognitivo (anche questo in senso ampio).

L’obiettivo di questo volume è quello di fornire un contributo per superare le

“separazioni” disciplinari e mettere sullo stesso piano sia il contributo metodo-

logico  quantitativo  sia  quello  applicativo  in  ambito  educativo  sollecitando

l’avvicinamento di due comunità, quella degli statistici e quella dei pedagogi-

sti, e quindi di due “culture” scienti%che e metodologiche. Non una via di mez-

zo ma un arricchimento reciproco. 

L’invito è agli statistici a considerare l’ambito educativo come un ambito di in-

teresse (dopo quello demogra%co, %sico, economico, %nanziario, sociologico,

psicologico, sanitario, biologico ecc.) vista sia la grande quantità di dati attual-

mente disponibili sia il valore e la complessità delle problematiche di un com-
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plex social ground come quello dei processi di apprendimento, insegnamento,

formazione, organizzazione delle istituzioni educative e così via.

L’invito è ai pedagogisti a rafforzare la cultura quantitativa, e quindi la com-

prensione e la capacità di  utilizzo dei  principali  approcci  di  analisi  dei  dati,

come integrazione e complemento della capacità di lettura e di analisi dei pro-

cessi educativi (sempre in senso molto ampio).

Questa “integrazione” è la chiave di lettura di questo volume, in cui vengono

introdotti gli assunti della ricerca quantitativa in ambito educativo e i learning

analytics per poi passare a una rassegna (sicuramente non completa) di alcune

tecniche  di  analisi  dati.  Cercando  di  mantenere  sempre  un  equilibrio  tra

l’aspetto più “tecnico” con quello più “applicativo”.

Nel primo capitolo viene delineato il  legame esistente fra ricerca educativa,

statistica e tecnologie nella duplice veste di strumenti di analisi e ambienti onli-

ne in cui si generano dati. Le considerazioni fornite a partire da un’idea di ricer-

ca che ha lo scopo di descrivere, spiegare, agire per porsi al servizio degli es-

seri  umani  sono  completate  con  la  sintesi  delle  principali  caratteristiche

dell’ambito di studi dei learning analytics e la de%nizione degli open e big data.

Al centro del secondo capitolo sono la de%nizione, le classi%cazioni e le fasi

dell’analisi multivariata per identi%care strutture latenti e relazioni tra le variabi-

li. Essa rispecchia il tentativo, qualora applicata alla ricerca educativa, di sintesi

e sempli%cazione della complessità dei fenomeni per identi%care il %lo rosso

che li lega, genera senso e individua comportamenti e strategie che rendono

ef%caci  apprendimenti  e  organizzazioni.  Aprono il  capitolo due approfondi-

menti sul  data screening, la preparazione dei dati per l’analisi, e sulla  data vi-

sualization che sfrutta gra%ci e visualizzazioni per rendere comprensibili feno-

meni rilevati su grandi quantità di dati sia per un vasto pubblico che per gli stu-

diosi. 

Dal terzo capitolo in poi si procede con la descrizione delle speci%che tecni-

che di analisi con vari esempi di applicazione nella ricerca educativa.

Le prime ad essere affrontate sono le tecniche di riduzione della dimensiona-

lità, tecniche che, passando da un elevato numero di variabili a un ridotto nu-
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mero di dimensioni con una perdita minima di informazioni, sono in grado di

esprimere la variabilità del dataset e de%nirne la struttura latente. Nello speci%-

co, nel capitolo tre si illustrano l’analisi delle componenti principali, l’analisi fat-

toriale esplorativa e l’analisi delle corrispondenze multiple la cui selezione è ef-

fettuata dall’analista in base alle caratteristiche delle variabili  (quantitative o

qualitative), agli scopi della ricerca (inferenziali o descrittivi), alla tipologia di ri-

sultati attesi (numerici o gra%ci). 

Due tecniche di dipendenza %nalizzate a de%nire un modello statistico ossia

una rappresentazione, una relazione fra le variabili sono presentate nel quarto

e quinto capitolo. Esse sono la regressione lineare multipla (capitolo 4) e la re-

gressione logistica (capitolo 5), tecniche nelle quali le variabili sono in un rap-

porto asimmetrico: il comportamento di una variabile dipendente è stimato/

predetto a partire dall’andamento di un numero più alto di variabili indipen-

denti. La scelta dell’una o dell’altra tecnica dipende principalmente dalla tipo-

logia di variabile dipendente: quantitativa nella prima, binomiale nella secon-

da. 

Descriviamo nel capitolo 6 la cluster analysis, tecnica il cui scopo è quello di

identi%care gruppi omogenei (cluster) tra le unità statistiche. Il capitolo succes-

sivo è dedicato a una ulteriore tecnica di riduzione della dimensionalità, il mul-

tidimensional scaling, la cui presentazione è stata posposta per le sue implica-

zioni come supporto alle tecniche di classi%cazione.

L’ultimo capitolo del volume è dedicato all’item analysis, usata in ambito edu-

cativo prevalentemente per questioni di natura docimologica, volta a esamina-

re le prove di valutazione e stimare l’abilità degli studenti. Qui ne descriviamo

l’approccio  classico,  Classical  Test  Theory,  e  probabilistico,  Item  Response

Theory (capitolo 8). 

La  descrizione di  ciascuna tecnica,  presentata  con un linguaggio general-

mente comprensibile anche da chi non ha uno speci%co background analitico

e tecnico, è arricchita da esempi realizzati su dati reali raccolti nelle attività di

formazione svolte presso il  Centro Interateneo Edunova dell’Università degli

Studi di Modena e Reggio Emilia. 
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Ampliano le spiegazioni numerosi casi di studio tratti dalla letteratura interna-

zionale nei quali si mostra, talvolta con l’aiuto di tabelle e gra%ci, come le tecni-

che sono state utilizzate nella ricerca sui temi dell’educazione. Si tratta di casi

individuati  nella  letteratura  più  recente  e  maggiormente  citati  su  Scopus

nell’ultimo decennio in riviste peer-reviewed del settore Education in lingua in-

glese. Gli esempi coprono uno scenario molto ampio sia in riferimento a que-

stioni legate agli apprendimenti sia per questioni che hanno a che fare con la

gestione delle organizzazioni formative.

Questo volume è solo un’introduzione, un percorso di formazione ai metodi

dell’analisi multivariata per chi si occupa di social science e un pacchetto infor-

mativo sulle applicazioni in ambito educativo per chi conosce già le tecniche.

Un educatore a cui capiterà nelle mani lo troverà probabilmente tecnico e spi-

goloso. Uno statistico lo vedrà semplicistico e impreciso. Esso non aspira ad

essere esaustivo, né completo, ma prova a proporre un’opportunità che non

dovremmo farci sfuggire e che deriva dall’incontro fra i settori dell’educazione,

della statistica e dell’innovazione tecnologica: l’opportunità cioè di conoscere

e guardare le questioni educative da un altro punto di vista, usando procedure

standardizzate,  prendendo in  considerazione  elementi  speci%ci  e  misurabili

(variabili)  su  piccoli  campioni  o  intere  popolazioni,  costruendo modelli  che

possano stimare l’andamento dei fenomeni tenendo in considerazione l’incer-

tezza e le regolarità che attraversano i dati. 







CAPITOLO 1

LA RICERCA QUANTITATIVA 

IN EDUCAZIONE

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· definire le principali caratteristiche della ricerca in educazione;

· delineare l’approccio probabilistico della ricerca quantitativa in educa-

zione;

· spiegare differenze e complementarietà delle tradizioni di ricerca quan-

titativa e qualitativa;

· descrivere il ruolo delle tecnologie nella ricerca quantitativa nella dupli-

ce veste di ambiente di raccolta dei dati e strumento di analisi;

· fornire una definizione di open data, big data e data visualization;

· fornire una descrizione delle principali caratteristiche del software R per 

la programmazione e l’analisi dei dati.

1.1 - Ricerca quantitativa in educazione

Se cerchiamo una de�nizione completa di ricerca educativa, quella fornita

dall’American Educational Research Association (AERA) che pone l’attenzione

sull’oggetto della ricerca, sugli scopi e sui metodi può fare al caso nostro: 

“Education research is the scienti�c �eld of study that examines 

education and learning processes and the human attributes, 

interactions, organizations, and institutions that shape educational 

outcomes. Scholarship in the �eld seeks to describe, understand, and 

explain how learning takes place throughout a person’s life and how 

formal and informal contexts of education affect all forms of learning. 

Education research embraces the full spectrum of rigorous methods 

appropriate to the questions being asked and also drives the 

development of new tools and methods.”

(https://www.aera.net/About-AERA/What-is-Education-Research)



2  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

La de�nizione esplicita che il campo di studi della ricerca educativa com-

prende tanto i processi di apprendimento del singolo individuo in contesti for-

mali e informali, quanto il funzionamento di organizzazioni e istituzioni che si

occupano di formazione. Metodi rigorosi e appropriati alle domande di ricerca

poste sono gli strumenti da utilizzare per fare in modo che questo tipo di inda-

gine possa DESCRIVERE, COMPRENDERE e SPIEGARE i fenomeni educativi. 

Non sempre il binomio  “metodi rigorosi” e  “ricerca educativa” è dato per

scontato sia a livello di policy che di percezione da parte dell’opinione pubbli-

ca. 

Ci viene facile pensare che un vaccino debba essere studiato in laboratorio

attraverso l’uso di procedure rigorose e raf�nati strumenti statistici di analisi,

nessuno di noi si sottoporrebbe a una terapia medica se non fosse stata veri�-

cata in questo modo. Allo stesso modo, ci aspettiamo che la sperimentazione

di un nuovo materiale per costruire le nostre case o produrre apparecchi tec-

nologici o gli studi degli investimenti o delle produzioni partano da rigorose

procedure di indagine e analisi logico-matematiche di dati. 

Più dif�cile pensare a procedure standardizzate quando si parla di ricerca

nel contesto della formazione. Metodi rigorosi sia legati ad approcci qualitativi

che quantitativi nella ricerca empirica sembrano non riuscire a cogliere la com-

plessità dei comportamenti  degli  individui,  dei  gruppi  e delle istituzioni nei

percorsi educativi e formativi. Alcuni elementi supportano questa opinione: gli

esperimenti non sono replicabili e generalizzabili se non con dovute accortez-

ze; solo in condizioni ben determinate (talvolta in collaborazioni di ambito neu-

roscienti�co o psicologico) possono essere svolti in laboratorio, più comune-

mente vengono agiti in ambienti “reali”; non si può escludere, e talvolta “misu-

rare”, l’in;uenza del contesto; non si può prescindere dai cambiamenti peculia-

ri degli esseri umani nei comportamenti e nelle azioni. Donald Ary e colleghi

(2010, p. 17) elencano alcuni limiti nell’applicazione di un approccio scienti�co

nelle scienze sociali: 

● Complexity of Subject Matter: nella ricerca educativa, l’oggetto/sogget-

to della ricerca è l’essere umano (da solo o in gruppo) con i suoi com-

portamenti, abilità, stati emotivi, rapporti con gli altri e con gli ambienti. 

Nei comportamenti umani intervengono variabili che possono in;uen-

zare e modi�care i fenomeni che stiamo osservando. Quanto osservato 

in un gruppo avrà una limitata validità per altri gruppi, con molta caute-

la si possono elaborare delle generalizzazioni. 
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● Dif�culties in Observation: l’osservazione nella ricerca sociale rischia di 

essere meno obiettiva rispetto a quanto lo è nelle scienze naturali per-

ché nell’osservazione e nell’interpretazione dei fenomeni rientrano fat-

tori che possono far riferimento al mondo valoriale e conoscitivo del ri-

cercatore. 

● Dif�culties in Replication: le esperienze educative possono essere repli-

cate per essere osservate ma ci restituiranno risultati sovrapponibili solo

in parte e in determinate condizioni.

● Interaction of Observer and Subject: la presenza di un ricercatore nel 

contesto indagato modi�ca la situazione, la percezione, le azioni da par-

te degli osservati.

● Dif�culties in Control: non è possibile applicare un controllo rigido nello

studio dei fenomeni educativi come se fossimo in laboratorio poiché c’è

la probabilità che intervengano variabili di cui lo scienziato potrebbe 

anche non essere consapevole.

● Problems of Measurement: gli strumenti di misura non sono così precisi 

come nelle scienze naturali e i fattori che in;uenzano gli eventi potreb-

bero appartenere non solo al presente ma anche al passato. Bisogna 

provare per quanto possibile a controllare le  variabili oggettive interve-

nienti: tempi, spazi, modalità d’azione, risorse umane e così via.

Conoscere i limiti dell’approccio scienti�co alla ricerca educativa non signi�-

ca rinunciare a perseguirlo. Al contrario, signi�ca partire dalla conoscenza dei

metodi di indagine per provare a controllare gli ostacoli: scegliendo teorie di

riferimento e strumenti di lavoro ben de�niti,  monitorando gli ambienti  e le

condizioni in cui si sviluppa una ricerca, selezionando con accuratezza le varia-

bili che possono essere osservate e misurate, ripetendo le misure e replicando

gli studi, lavorando su campioni ampi e rappresentativi per diminuire le possi-

bilità di errore e proporre generalizzazioni. 

I ricercatori, a prescindere dal quadro ontologico o epistemologico di ap-

partenenza, concordano sul fatto che la conoscenza sia in;uenzata dal conte-

sto storico e sociale nel quale si svolge e dal quadro teorico e valoriale del ri -

cercatore, la stessa raccolta dei dati è densa di teoria; le conoscenze e le teorie

scienti�che non sono de�nitive ma possono e devono essere sempre riviste

(�no anche falsi�cate) alla luce di nuovi scenari di ricerca e nuovi esperimenti
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da  proporre  (Trinchero,  2002;  Trichero  & Robasto,  2018;  Buscema & Pieri,

2004). 

Le posizioni del realismo critico, che aspirano ad individuare relazioni, ten-

denze e regolarità nei fenomeni osservati partendo dalla consapevolezza che

possiamo conoscere la realtà solo “in modo imperfetto e probabilistico” (Trin-

chero, 2002, p. 26), asseriscono che attraverso metodi qualitativi e quantitativi

si possono raccogliere informazioni su una realtà strati�cata, articolata, multi -

pla. 

Spiegando il senso della ricerca in ambito educativo sui tre livelli  − indivi-

duo, scuola, istituzioni − nel rapporto con i decisori, Hans Fisher, William Boo-

ne e Knut Neumann (2014) aggiungono un altro tassello alla  de�nizione di

questo scenario:  “Researchers should be able to tell future teachers how they

can increase the probability of their own teaching being of high-quality”. La fra-

se fa riferimento solo a uno degli aspetti e degli scopi della ricerca educativa

legato alle pratiche di insegnamento e de�nisce i caratteri della necessaria ap-

plicabilità delle ricerche nei contesti didattici quotidiani e della relazione fra gli

attori che prendono parte all’indagine (per un approfondimento sui costrutti

della ricerca didattica, si veda Fabbri, 2012). Nella semplicità con cui è formula-

ta, l’aspetto su cui è bene soffermare l’attenzione è il modo in cui viene intro-

dotta l’idea di probabilità i cui tratti contraddistinguono anche i risultati di ricer-

che svolte in maniera rigorosa in quanto la natura dell’indagine educativa così

come la realtà osservata è probabilistica e transitoria. Per condurre ricerche at-

tendibili, guardando a dati e risultati, dicono subito dopo gli autori, vanno con-

siderati quattro criteri:

1. Obiettività: si riferisce alla riduzione delle in;uenze esterne nelle misure 

e nelle osservazioni e si realizza nelle ricerche quantitative predisponen-

do rigorosi step nella standardizzazione delle attività di ricerca, nell’uso 

di misure psicometriche e calcoli statistici di analisi dei dati. Più dif�cile 

valutare l’oggettività degli studi qualitativi dove diminuiscono le distanze

fra osservatore e partecipanti. L’oggettività di uno strumento di indagine,

aggiungono Pietro Lucisano e Anna Salerni (2002), riguarda anche la 

“concordanza nella rilevazione da parte di diversi ricercatori (osservatori, 

siglatori, valutatori, giudici, correttori ecc.)” (ivi, p. 151) al �ne di evitare 

giudizi soggettivi. 

2. Af�dabilità: considera l’errore casuale presente in ogni misura e veri�ca 

la “costanza dei risultati ottenuti della rilevazione e dell’analisi, quando 

queste siano compiute da persone diverse, con strumenti diversi, in con-
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dizioni diverse, ma a parità degli elementi che costituiscono l’oggetto di 

rilevazione” (Trinchero, 2002, p. 174). Si calcola solitamente come rap-

porto fra la varianza del valore vero e la varianza totale delle misure. Per 

veri�care l’af�dabilità di uno strumento, si usano la ripetizione della rile-

vazione delle misure (test-retest), la somministrazione e il confronto con i

risultati ottenuti dall’uso di strumenti simili che condividono gli obiettivi 

(forme parallele), la veri�ca della correlazione fra i risultati ottenuti divi-

dendo lo strumento in due parti (split-half) e il calcolo della coerenza in-

terna come ad es. l’a (Alpha) di Cronbach (Lucisano & Salerni, 2002).

3. Validità: siamo soliti esaminare la validità di uno strumento di misura, ve-

ri�cando che esso rilevi ciò per cui è stato realizzato. Si parla quindi di: 

validità dei contenuti come rispondenza dello strumento agli assunti teo-

rici sulla base dei quali è stato costruito; validità di criterio come confron-

to dei risultati ottenuti dallo strumento in esame con altre rilevazioni ac-

quisite con strumenti diversi in maniera sincronica o nel tempo; validità 

di costrutto, come rapporto fra il costrutto teorico di partenza e i risultati 

misurati dallo strumento. A queste si aggiunge la validità di aspetto inte-

sa come approvazione dello strumento da parte dei soggetti che saran-

no coinvolti nell’indagine. La validità non riguarda soltanto gli strumenti 

utilizzati ma l’intera ricerca che potrà essere detta valida se ogni sua par-

te risulterà tale: gli indicatori, i processi, gli strumenti, i risultati. Parliamo,

quindi, ad esempio di validità delle conclusioni statistiche e dell’interpre-

tazione dei dati riferendoci alla veri�ca della validità dell’analisi dei dati. 

Ancora a livello di intera ricerca si distingue fra la validità interna che 

analizza la rispondenza e la coerenza dei risultati ottenuti con gli obiettivi

di ricerca e la validità esterna che prova la possibilità di generalizzare i ri-

sultati anche ad altri contesti se è de�nito chiaramente il contesto di par-

tenza della ricerca e il campione è individuato in maniera corretta (Luci-

sano & Salerni, 2002; Trinchero, 2002; Cohen et al., 2007).

4. Signi�catività: si riferisce all’attendibilità dei risultati e trova spiegazione 

nell’ambito della veri�ca delle ipotesi, della statistica test e della stima 

del p-value nel contesto della statistica inferenziale. Serve per decidere 

se l’ipotesi statistica formulata è supportata dall’evidenza empirica e, 

quindi, può essere attribuita alle caratteristiche e alle relazioni studiate 

oppure se essa dipende dal caso. La procedura adottata prevede che sia

formulata una ipotesi statistica detta Ipotesi nulla, H0, che spesso rappre-

senta l’ipotesi che afferma che le relazioni o le caratteristiche del feno-

meno indagato siano del tutto dovute al caso, e la sua complementare 
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detta Ipotesi alternativa, H1, che, al contrario, è l’ipotesi che in effetti vor-

remmo veri�care. Fissiamo α, il livello di errore che siamo disposti a tol-

lerare indicando tipicamente come valori soglia 0,01, 0,05, 0,1. Questo 

corrisponde all’errore di ri�utare H0 se vera (“errore di prima specie”), di 

ri�utare cioè che gli eventi siano dovuti al caso se fosse davvero così. Il li-

vello di signi�catività del test, valore complementare pari a 1 – α, risulterà

quindi pari a 90%, 95%, 99%. 

Il p-value, probabilità che l’ipotesi nulla sia vera e che quindi i fenomeni 

siano dovuti puramente al caso, esprime la probabilità che la statistica-

test cada nelle regioni critiche, ossia nelle regioni corrispondenti ad aree

dell’ 1%, 5%, 10% a seconda della nostra scelta del valore α. Calcolare 

quindi che il p-value sia inferiore al valore soglia considerato, ad es. 

0,05, e di conseguenza affermare che il test rileva un livello di signi�cati-

vità del 95% signi�ca dire che l’ipotesi H0 può essere ri�utata e che quin-

di le relazioni rilevate non sono solamente frutto del caso (per una più 

ampia descrizione della signi�catività in termini didattici si veda Mecatti, 

2015).

Questi criteri sono fondamentali per veri�care l’attendibilità dei processi di

ricerca e ci consentono di attuare scelte; come dice Donald E. Stockes (1997,

p. 6), “Research proceeds by making choices”. In tale processo di scelta che ri-

guarda l’area di studio, i modelli e le teorie di riferimento, le ipotesi,  il disegno

della ricerca, gli strumenti di misura e di indagine, quelli di raccolta e analisi

dei dati, la comunicazione dei risultati ed eventuali follow up, bisogna prende-

re in considerazione le possibilità, i pregi e i limiti, che ciascuno strumento di

lavoro  fornisce  ponendo  come  centrale  l’obiettivo  della  ricerca,  unico  che,

come  si  legge  nella  de�nizione  dell’AERA  riportata  all’inizio,  può  indicarci

come disegnare gli step che ci porteranno a veri�care le ipotesi di partenza. In

un progetto di ricerca dobbiamo fare in modo che tutto concorra a rispondere

alla domanda di ricerca formulata a priori. Proprio come quando progettiamo

un intervento didattico, a guidare la scelta delle attività e delle metodologie di-

dattiche, delle risorse e degli strumenti da utilizzare sono gli obiettivi formativi

che rispondono alla domanda: cosa saprà/saprà fare lo studente alla �ne di

questo percorso? 

Una delle scelte fondamentali in fase di disegno della ricerca è nell’uso di

un approccio quantitativo o qualitativo, approcci distinti da metodi e strumenti

di rilevazione dei dati e analisi degli stessi. L’uso dei due orientamenti di ricer-

ca è spesso specchio di un differente paradigma di riferimento: i metodi quan-

titativi rispecchiano l’approccio razionalista-sperimentale e quelli quantitativi il
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più recente approccio fenomenologico-costruttivista che, emerso a partire da-

gli ultimi decenni del Novecento, ha messo in discussione l’uso dei metodi del-

le scienze dure in educazione favorendo un’indagine dell’esperienza umana a

partire dallo studio “dei contenuti della coscienza − quali i desideri, i ricordi, le

percezioni e i signi�cati personali” (Vannini, 2009, p. 7). 

La Tabella 1.1 mostra le differenze fra i due approcci a proposito di �nalità

degli studi, disegno della ricerca, strumenti di indagine e di analisi, campione

individuato.

Comparison of Quantitative and Qualitative Research

Quantitative Qualitative

Purpose To study relationships, 

cause and effect

To examine a phenomenon

as it is, in rich detail

Design Developed prior to study Flexible, evolves during 

study

Approach Deductive; tests theory Inductive; may generate 

theory

Tools Uses preselected instru-

ments

The researcher is primary 

data collection tool

Sample Uses large samples Uses small samples

Analysis Statistical analysis of nu-

meric data

Narrative description and 

interpretation

Tabella 1.1 - Confronto fra approcci di ricerca quantitativo e qualita-

tivo (Ary et al., 2010, p. 25).

La ricerca quantitativa permette di studiare le relazioni fra i fenomeni identi-

�cando interconnessioni o distinguendo caratteristiche che accomunano insie-

mi di soggetti intesi come singoli individui, gruppi, istituzioni. In quella qualita-

tiva ci proponiamo di esaminare un fenomeno in profondità e interpretarne gli

effetti.

Nel �lone di ricerca qualitativo si prediligono strumenti di raccolta dei dati

come l’osservazione e le interviste non strutturate somministrate a un numero

ristretto di soggetti. Nel quantitativo, che è in grado di condurre a risultati più

af�dabili all’aumentare delle osservazioni raccolte, questionari altamente strut-

turati  o inventory,  ricognizioni di  dati  anagra�ci,  valutazioni,  comportamenti,

dati provenienti da strumenti tecnologici o navigazione di ambienti online. 
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I metodi statistici, utilizzati nell’approccio quantitativo, strumento necessario

ed essenziale per numerose altre scienze e discipline − per le scienze naturali e

sperimentali come la biologia, la medicina, la �sica e l’ingegneria, così come

per quelle sociali come economia e sociologia −, ci danno una lettura ordinata

dei fenomeni, ci portano a identi�care variabili ben de�nite, ci mostrano mo-

delli  matematici  e  probabilistici  che  descrivono  regolarità  tendenziali

nell’andamento delle distribuzioni e nel rapporto fra i fenomeni da indagare.

Ci permettono di aggregare indicatori che tengono in considerazione più fat-

tori, come la complessità dei tempi e delle modalità di apprendimento, delle

questioni valutative; o i livelli di soddisfazione, le caratteristiche degli studenti

e i  meccanismi psicologici  nell’espressione di  un giudizio per attuare scelte

consapevoli  sulla  base di  risultati  signi�cativi  (come in  Cafarelli  & Crocetta,

2016; Crocetta et al., 2016). Ci consentono di descrivere fenomeni attraverso

gli strumenti della statistica descrittiva sia per singole variabili che per due o

più; ci mettono in grado di riconoscere dipendenze e interdipendenze fra più

variabili (analisi bivariata o multivariata) e di fare inferenze per estendere alla

popolazione le osservazioni  condotte su un campione rappresentativo.  Con

gra�ci e formule “ambiscono, aspirano” a mostrare la complessità dei fenome-

ni. 

Le tecniche statistiche ci danno la possibilità di generare conoscenze aggre-

gando un numero molto elevati di casi da studiare in fenomeni reali e desu-

mendo leggi e regole generali per obiettivi speci�ci rispondendo alla necessi-

tà dell’uomo di razionalizzare comportamenti,  elementi  della vita culturale e

collettiva, risultati mutevoli per poter poi agire e intervenire su essi e migliorare

la realtà quotidiana (Piccolo,  2020).  La statistica,  come metodo scienti�co e

scienza metodologica, interviene, infatti,  “in tutte le situazioni in cui  occorre

prendere decisioni in condizioni di incertezza” (ivi, p. 15) e usa nello studio di

problemi reali tre criteri logico-concettuali: la sintesi delle informazioni, la ricer-

ca cioè di un “indicatore riassuntivo di fatti complessi” (ivi, p. 25); la  scoperta

del nuovo, ossia la rilevazione di fatti e connessioni che non erano conosciuti o

che vanno veri�cati; la  dialettica, il fulcro dell’analisi con metodi statistici che

prevede fasi di ricerca interattive e iterative nel ciclo di lettura dei risultati e for-

mulazione di nuove ipotesi, nel rapporto fra dati, modello e teoria (ibid.).

Se i metodi quantitativi ci danno questo spaccato sugli eventi, dettagliato e

rigoroso, i metodi qualitativi ci fanno cogliere i processi interpretandoli. 

Il rischio di usare la ricerca quantitativa è di concentrarsi sui tecnicismi la-

sciando da parte il senso di realtà. Viceversa nel qualitativo si può enfatizzare

l’interpretazione a scapito del rigore e dell’oggettività.
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Nello  scenario  internazionale  si  assiste  attualmente  a  un  superamento

dell’opposizione fra i due metodi a favore della valorizzazione dei punti di forza

di ciascuno in una relazione di complementarietà: ciò a cui un approccio rigo-

roso nella ricerca educativa deve tendere è una strutturata analisi qualitativa e

una realistica analisi quantitativa. Derivano da questa visione la formalizzazione

di strategie di ricerca del multi methods e mixed methods che consentono l’uso

di tecniche di triangolazione di tempi, spazi, teorie, ricercatori e metodi (Cohen

et al., 2007, p. 141). I primi, multi methods, prevedono l’uso di strumenti e tec-

niche qualitative e quantitative su uno stesso tema di indagine ma in maniera

del tutto indipendente. I secondi,  mixed, prevedono una connessione stretta

fra i due metodi in ogni fase di ricerca sin dalla piani�cazione del disegno e

dall’individuazione degli obiettivi e del quadro teorico. I  metodi qualitativi e

quantitativi possono essere utilizzati in maniera sequenziale o parallela come

strumento di validazione e confronto nell’elaborazione dei risultati ottenuti dal-

le due procedure per rispondere a  “l’obiettivo conoscitivo del ricercatore, in

termini di studio in super�cie o in profondità, monoprospettico o multiprospet-

tico” (Trinchero & Robasto, 2018, p. 12).

Fenomeni circolari non vanno pensati solo fra approcci qualitativo e quanti-

tativo all’interno della ricerca sperimentale,  ma anche fra ricerca empirica e

teorica.  Una sorta di  ricorsività,  un circolo virtuoso, che permette alle cono-

scenze nei campi dell’apprendimento di divenire in ogni fase più complete e

più ampie.

La formulazione di teorie scienti�che è il più grande obiettivo della scienza,

scrivono Donald Ary e colleghi (2010). Nell’alternanza dei processi induttivi e

deduttivi, di strumenti qualitativi e quantitativi, di ricerche empiriche e teoriche,

i fenomeni vengono osservati  e descritti,  le ipotesi  formulate a partire dalle

teorie e veri�cate nelle esperienze pratiche, i risultati analizzati e contestualiz-

zati. Le teorie “(1) organize empirical �ndings and explain phenomena, (2) pre-

dict phenomena, and (3) stimulate new research” (ivi, p. 14). Gli autori utilizzano

l’esempio degli studi sulla relazione fra la zanzara Anopheles e la malaria negli

esseri umani per mostrare l’in;uenza che gli studi scienti�ci possono, e anzi de-

vono, avere nella pratica quotidiana: scoperto il ruolo della zanzara nella tra-

smissione della malattia, gli scienziati hanno potuto spiegare la presenza ende-

mica della malaria in alcune aree, predire come i cambiamenti nell’ambiente

avrebbero in;uenzato la diffusione della malattia, controllare la diffusione della

malaria modi�cando l’ambiente.

DESCRIVERE, COMPRENDERE e SPIEGARE, abbiamo letto nella de�nizione di ricer-

ca educativa dell’AERA.
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SPIEGARE,  PREDIRE e  CONTROLLARE, scrivono Donald Ary e colleghi (2010, p.

15) parlando di teorie scienti�che e della zanzara Anopheles.

Le due triplette si susseguono, completano il quadro degli obiettivi della ri-

cerca educativa e delineano i tratti costitutivi di un approccio investigativo che

si mette a servizio del genere umano. Ci dicono anche perché l’uso della stati-

stica che descrive, spiega e predice è parte di questi processi. Nella de�nizio-

ne del ruolo della statistica come scienza, Domenico Piccolo (2000) usa tre ver-

bi:  VEDERE,  CAPIRE,  AGIRE.  Sono azioni semanticamente sovrapponibili a quelle

elencate �nora che confermano l’idea dell’uso dei metodi statistici come meto-

do scienti�co nei processi di ricerca anche in ambito educativo:

“La statistica è quindi scienza che aiuta a vedere il mondo, a fotografarlo 

a catalogarlo e classi�carlo cogliendo, misurando ed esplicitando 

l’essenziale, il caratterizzante, ciò che fa la differenza. […] capire la realtà

all’interno di una impostazione probabilistica nella quale l’esistente è 

esaminato in rapporto a ciò che poteva accadere e che verosimilmente 

accadrà. […] agire per raggiungere scopi prede�niti e consentire la 

fruibilità del mondo, della società, delle risorse e delle opportunità che 

si offrono.” (ivi, p. 27)

Un approccio quantitativo alla ricerca in ambito educativo valorizza l’interdi-

sciplinarità in primo luogo nella formazione dell’educational researcher, in se-

condo luogo nello svolgimento delle ricerche. L’educational researcher ha bi-

sogno di una formazione interdisciplinare, aperta e attenta a tutte le possibili

metodologie di ricerca e in grado di comprendere approcci statistici. La com-

prensione non sempre corrisponde alla capacità di utilizzare tali tecniche in au-

tonomia nelle pratiche di ricerca data la loro complessità. Per questo motivo, le

ricerche in ambito educativo devono essere condotte da team di ricercatori

con specializzazioni  diverse,  dalla  pedagogia  alla  statistica,  dalla  psicologia

all’informatica e così via, a seconda degli obiettivi e dei temi delle indagini su

cui si lavora. La complessità dei soggetti/oggetti della ricerca in ambito educa-

tivo richiede molteplici competenze e punti di vista disciplinari per aspirare alla

completezza. 

Riprendendo Pier Cesare Rivoltella (2018): 

“nella complessità in cui viviamo, se anche si provasse a esaurire un 

problema nel campo dell’educazione con un unico sguardo 

monodisciplinare, ci si voterebbe probabilmente al fallimento. I temi e 



CAPITOLO 1: La ricerca quantitativa in educazione -   11

gli oggetti di ricerca sono sfaccettati, indagabili a più livelli, richiedono 

un punto di vista a sua volta complesso, tanto più proprio in quanto 

l’oggetto è “ipercomplesso”. In questa situazione il caso dello “scienziato

poliglotta” è dif�cile da immaginare: dovrebbe governare troppi saperi 

in modo specialistico. Così l’idea di una strutturale apertura 

interdisciplinare dei saperi diviene la più praticabile. Essa comporta il 

riconoscimento da parte di ogni disciplina di farsi portatrice di una 

razionalità limitata e la conseguente con�gurazione del lavoro di ricerca 

nel senso del lavoro di équipe.”

In questo volume ci concentriamo sull’applicazione dei metodi della statisti-

ca multivariata nella ricerca educativa al �ne di corroborare l’utilizzo di pratiche

di ricerca rigorose e interdisciplinari nel settore educativo.

1.2 - Tecnologia e ricerca educativa

Non è unica la strada che collega la ricerca scienti�ca e le innovazioni tecno-

logiche dei processi e dei prodotti.  Strade lineari sono quelle che partendo

dalla ricerca di base e passando per la ricerca applicata, ci portano a de�nire

nella ricerca industriale nuove tecnologie utilizzabili da tutti. Questa linearità si

basa sull’idea che “la ricerca scienti�ca e l’innovazione tecnologica sono come

la lingua parlata e la lingua scritta di ogni cultura. La prima scopre nuove terre,

la seconda costruisce strade e ponti perché tutti le possano abitare” (Buscema

& Pieri, 2004, p. 19). Siamo consapevoli, tuttavia, che esistono strade alternati-

ve come quelle in cui le tecnologie progrediscono e si evolvono in maniera in-

dipendente dai progressi nella ricerca. Così come sono tante le strade a dop-

pio senso nelle quali le conoscenze e i progressi si costruiscono su un doppio

binario:  “from  scienti�c  discovery  to  technological  innovation”  e  viceversa,

“from technology to science” (Stockes, 1996, p. 20). L’in;uenza che i due campi

di sviluppo hanno l’uno sull’altro ci fa parlare quindi di una tecnologia science-

based e di una scienza technology-derived (ibid.).

Il settore dell’educazione, nel corso del tempo, è stato in grado di utilizzare

per la formazione – senza contribuire alla loro creazione – tecnologie che non

sono nate prettamente per la scuola, pensiamo alla scrittura o ai libri:  “Tools

and technology,  in their  broadest  sense,  are important  drivers of  education,

though their development is rarely driven by education” (Laurillard, 2012, p. 2). 
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Lo sviluppo tecnologico, soprattutto dell’ambito digitale,  ha accelerato la

sua corsa e il mondo dell’educazione in qualche modo prova a integrare que-

ste tecnologie, come ha fatto altre volte, e personalizzarle in base alle necessità

formative, incidendo anche sulle caratteristiche e sulle modalità di  funziona-

mento delle stesse. Pensiamo in questo senso a tutto il �lone di ricerca educati-

va che si occupa di digitale, di formazione e ambienti online, videogame, app,

ausili per le disabilità o i disturbi di apprendimento e così via. 

Il contributo che lo sviluppo tecnologico può dare nel settore educativo è

molto più ampio di quanto possa sembrare, soprattutto se collegato all’ambito

della ricerca e in particolare all’uso dei metodi quantitativi di raccolta e analisi

dei dati, non solo per i temi di indagine legati al digitale. Possiamo infatti pen-

sare agli ambienti e agli strumenti digitali almeno da due punti di vista:

1. sono ambienti in cui si producono/archiviano i dati;

2. sono ambienti di programmazione e analisi.

Ambienti digitali in cui si producono/archiviano i dati

Negli ambienti online sono disponibili numerose banche dati che contengo-

no dataset che possono essere utilizzati nelle indagini sui sistemi educativi. Al-

cuni esempi sono i portali che mettono a disposizione dati in modalità  open

che riguardano, sempre riferendoci al settore dell’educazione, l’anagra�ca de-

gli studenti, l’organizzazione scolastica e universitaria, le attività di formazione

formale, non formale e informale nel tempo ecc. Questi cosiddetti  open data

permettono a chiunque ne abbia le competenze di lavorare direttamente sui

dati per stabilire relazioni e trarne informazioni utili.  Il  Portale Unico dei dati

della scuola (https://dati.istruzione.it/opendata/) o il Portale dei dati dell’istru-

zione superiore (http://dati.ustat.miur.it/) rilasciati dal Ministero dell’Istruzione

e dal Ministero dell’Università e della Ricerca sono degli esempi che contengo-

no oltre ai dataset scaricabili anche delle prime rielaborazioni. Su più ampia

scala, i portali ISTAT, EUROSTAT, OCSE (per citarne alcuni) forniscono dati uti-

lizzabili in ricerche (per esempio storiche e/o comparative) sulle caratteristiche

degli istituti scolastici e universitari, sull’incremento dei numeri degli studenti,

sui docenti, su età, genere, titolo di studio, abbandoni, studenti con BES ecc.

Troviamo online pubblicati ugualmente in modalità open archivi di dataset su

molte tematiche come l’European Data Portal (https://www.europeandatapor-

tal.eu/) o report di enti nazionali o internazionali sul sistema scolastico come i

report annuali “Education at a glance” dell’OCSE. 



CAPITOLO 1: La ricerca quantitativa in educazione -   13

Il concetto e le pratiche relativi agli open data si sono diffuse a partire dal

2009 in seguito ad iniziative di apertura delle informazioni pubbliche da parte

di alcuni governi come gli Stati Uniti d’America, il Regno Unito, il Canada e la

Nuova Zelanda. Rendere open i dati sempli�ca la gestione dei sistemi e genera

conoscenza e servizi, dato che potenzialmente chiunque può accedere alle in-

formazioni condivise. 

La de�nizione di open data, che rientra nel più ampio contesto dell’openess

e della open de�nition, può essere sintetizzata da tre aspetti:

1. availability and access: i dati devono essere disponibili preferibilmente 

mediante la rete in formati modi�cabili;

2. re-use and redistribution: i dati devono poter essere riusati, ridistribuiti e 

combinati con altri dataset;

3. universal participation: i dati devono poter essere riusati da tutti, senza 

discriminazioni; non è ammessa la clausola del riuso senza �ni commer-

ciali.

Queste e altre informazioni sono pubblicate dall’Open Knowledge Founda-

tion (okfn.org) nelle  pagine dedicate all’”Open Data Handbook”  (opendata-

handbook.org). Altro istituto che si occupa di questi temi è l’Open Data Institu-

te (ODI), organizzazione no-pro�t fondata nel 2012 che ha lo scopo di collabo-

rare con le aziende e i governi “per costruire un ecosistema di dati aperto e af-

�dabile”. Fra i fondatori dell’ODI c’è Tim Berners-Lee, conosciuto come inven-

tore del web, il quale ha proposto una classi�cazione a 5 stelle per gli open

data  (5stardata.info,  www.w3.org/2011/gld/wiki/5_Star_Linked_Data).  Ciascu-

no dei 5 livelli presuppone che il precedente sia stato raggiunto. Si parte da un

livello base, ad una stella,  in cui  è suf�ciente che i dati  siano disponibili  sul

web, in qualsiasi formato. Si aggiunge poi una stella per la possibilità di legge-

re i dati attraverso un software che permetta di rielaborarli. Una stella in più se

il software non è proprietario. Il quintetto di stelle è completo quando si intro-

ducono gli standard aperti del W3C (WordWideWebConsortium) che preve-

dono anche l’implementazione di sistemi per collegare dati e database fra loro.

Tuttavia, parlare degli open data nel rapporto fra tecnologie ed educazione

è solo un primo step.

Lo sviluppo tecnologico ha aperto altre strade e altri  canali per realizzare

percorsi di apprendimento o fruire di risorse didattiche conducendo a una ric-

ca ri;essione sulle modalità di apprendimento e progettazione dei corsi online
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anche nel contesto italiano (Rivoltella, 2022; Piras et al., 2020; Sancassani et al.,

2019). È proprio in questi nuovi ambienti digitali per la formazione che abbia-

mo la possibilità di collezionare una quantità di  dati che �no a pochi anni fa

non avremmo mai immaginato di raccogliere in un contesto didattico �sico.

L’esempio più palese sono i  �le log che registrano ogni evento collegato alla

navigazione di pagine nel web, ogni nostro click cioè, registrando la data in cui

l’evento si è realizzato, il tipo di evento, l’utente che l’ha attivato. 

A partire dall’ambito industriale ed economico si parla di  big data, sia rife-

rendosi al grande numero di dati registrati, sia alle tecnologie che gestiscono

l’immagazzinamento e l’analisi  degli  stessi.  Differentemente dagli  small  data

tradizionalmente raccolti in forme strutturate e con lunghi tempi di generazio-

ne e analisi, i big data vengono generati continuamente in grandi numeri e in

modalità ;essibili coprendo intere popolazioni e non solo campioni selezionati

(Kitchin & McArdle, 2016).

Olshannikova e colleghi (2016) de�niscono tre grandi s�de/dif�coltà che ri-

guardano i dati (data challenge); l’elaborazione e dunque la raccolta dei dati,

l’adattamento a un formato utile all’analisi, l'analisi stessa e la visualizzazione

dei risultati secondo modalità più semplici per la comprensione umana (pro-

cessing challenge); la gestione riferita all'archiviazione sicura dei dati nelle fasi

di raccolta ed elaborazione (data management challenge). Parlando della data

challenge, l’autore riprende le caratteristiche che Yuri Demchenko (2013a) in-

dividua come le  5 V ossia  Volume,  Velocity,  Variety,  Value e  Veracity (Figura

1.1). Il Volume è la caratteristica che naturalmente contraddistingue i big data;

ha a che vedere proprio con la quantità di eventi osservati e rilevazioni imma-

gazzinate e richiede che i dati  siano  “accessible,  searchable,  processed and

manageable”. La Velocità ci restituisce l’informazione sui tempi di produzione

di questi dati: sono generati e vanno processati in maniera molto veloce (real-

time o  streams). Con Varietà si fa riferimento alla complessità dei formati dei

dati − da strutturati a misti − che aumenta quando osserviamo sistemi biologi-

ci, umani e sociali e di conseguenza richiede meccanismi dinamici di archivia-

zione. Il Valore è quello che i dati aggiungono ai processi e alle attività osserva-

te. Conclude l’elenco la Veridicità che può essere rilevata con l’af�dabilità stati-

stica e si basa sull’attendibilità dei dati in base alla loro origine, ai metodi di

elaborazione, alle infrastrutture di archiviazione.
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Figura 1.1 - Le 5 V dei big data (Demchenko, 2013a, p. 2/8).

Le parole che iniziano con la V sembrano rispecchiare molte delle caratteri-

stiche dei big data: è bene sapere che in uno scritto del 2001 di Doug Laney,

le V erano solo tre e si limitavano a Volume,  Veracity e Variety. Il numero di V

nel tempo è continuato a crescere e modi�carsi: solo per fare qualche esempio

a dimostrazione del fatto che siamo in un settore ampio di cui ancora vanno

tracciati chiari con�ni (Kitchin & McArdle, 2016), sono sette per Uddin e Gupta

(2014), dieci per Khan e colleghi (2018), 42 nel settore sanitario per Bahri e col-

leghi (2018), 56 per Hussein (2020). Dato che il tipo di procedure che ruotano

attorno ai big data coinvolgono meccanismi di produzione, archiviazione, ela-

borazione dei dati che si discostano da quelle conosciute �no ad oggi e richie-

dono la ride�nizione di una intera architettura di gestione delle informazioni,

Yuri Demchenko (2013b) ne parla come di un ecosistema.

Ambienti digitali di programmazione e analisi

Fino a tre decenni fa le analisi che prevedevano l’uso di metodi statistici arti-

colati richiedevano tempi molto lunghi. Schede perforate sulla programmazio-

ne e sui database venivano inviate a computer spesso collocati anche a km di

distanza. Il ricercatore doveva aspettare alcune ore per ricevere i risultati, inter-
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pretarli perché non sempre le informazioni erano restituite in modalità lineare

e sperare di non aver commesso nessun errore per concludere l’operazione

(de Lillo et al., 2007). Oggigiorno ci torna dif�cile anche solo immaginare quali

dovessero i tempi (e l’impegno) necessari a calcolare semplicemente la devia-

zione standard su un campione di 100 osservazioni prima ancora delle schede

perforate. Questo perché per condurre questo tipo di analisi oggi abbiamo a

disposizione non solo software ma app gestibili da un dispositivo mobile che

teniamo in tasca o nella borsa. In questi sistemi la scrittura di una stringa ci re-

stituisce in tempo reale risultati di calcoli che in passato richiedevano innume-

revoli ore di lavoro.

Solo a scopo esempli�cativo, nella Figura 1.2 riportiamo quello che utiliz-

zando R, uno dei più noti ambienti per l’analisi statistica dei dati, riusciamo a

“far  dire”  a  una  stringa.  Digitando  pairs.panels(meta_exams) dove

meta_exams è il dataset che raccoglie 111 osservazioni e 7 variabili, questa

funzione ci  restituisce un’immagine nella  quale sulla  diagonale troviamo gli

istogrammi che descrivono l’andamento delle singole variabili, sopra la diago-

nale i valori di correlazione di Pearson, sotto la diagonale diagrammi di disper-

sione bivariata con media e deviazione standard. Si tratta di un esempio ele-

mentare con calcoli e gra�ci di base che, se da un lato, ci dimostra quanto que-

sti strumenti di analisi e programmazione siano potenti, dall’altro ci permette di

sottolineare il processo articolato di azioni e competenze che porta alla scrittu-

ra di una sola stringa. Per le azioni: la de�nizione di un obiettivo di ricerca; la

raccolta dei dati partendo dallo strumento di raccolta (magari un questionario

o archivi con dati anagra�ci e personali); la predisposizione del dataset secon-

do gli standard che il  software possa riconoscere; la selezione della singola

funzione da usare fra molte. Per le conoscenze/competenze: di ricerca, per pia-

ni�carne le fasi e gli strumenti; disciplinari, dell’ambito della formazione e della

didattica; statistiche, per l’analisi dei dati; operazionali, nell’uso dei software. 

R (con la sua interfaccia gra�ca R Studio)  è un software open source che

può essere installato sul proprio pc o usato via browser per creare e archiviare i

propri  documenti  di lavoro. Sono integrati in  R,  R Markdown e  Knitr che

permettono di produrre direttamente dal sistema documenti e presentazioni

delle  ricerche.  Essendo un programma modulare può essere integrato con

pacchetti che contengono funzioni speci�che per determinati ambiti di ricerca.

Alcuni esempi sono  psych  per la  ricerca psicometrica o  ltm per le analisi

nell’ambito dell’item analysis. R è un prodotto open e gratuito, ma potremmo

aggiungerne molti altri proprietari come SAS, SPSS o MatLab. Per tutti esisto-
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no guide free, tutorial, esperti che rispondono nelle community/forum online

che si raccolgono attorno a questi strumenti. 

Figura 1.2 - Un esempio della rapidità e complessità con cui lavora-

no i programmi di analisi e rielaborazione dati. L’immagine è stata

generata in R con l’uso della funzione pairs.panels (libreria: psy-

ch) per un dataset composto da 7 variabili  e 111 osservazioni. Gli

istogrammi sulla diagonale descrivono l’andamento delle singole va-

riabili,  sopra  la  diagonale  visualizziamo  i  valori  di  correlazione  di

Pearson fra coppie di variabili, sotto la diagonale sono presenti i dia-

grammi di dispersione bivariata con media e deviazione standard.

L’esempio in Figura 1.2 ci offre l’occasione per aggiungere un altro tassello

al quadro generale di sviluppo nel settore dell’analisi dei dati attraverso le tec-

nologie digitali. Riguarda il processo di costruzione di gra�ci e mappe che, pur



18  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

avendo radici molto remote, è reso possibile oggi da strumenti operativi che

permettono, come abbiamo visto, con pochi click di creare rappresentazioni

gra�che di grandi quantità di dati. 

Nell’ambito della statistica computazionale, che mette insieme informatica e

statistica, ha preso piede negli ultimi 30 anni l’area multidisciplinare di studio e

interesse dedicata alla data visualization che ripropone in forma gra�ca (grandi

quantità di) dati con due scopi: quello di presentarli in maniera chiara e detta-

gliata rendendoli più rapidamente comprensibili a un vasto pubblico (graphics

for presentation) e quello per gli esperti di esplorare i dati per cercare risultati

e trarre conclusioni (graphics for exploration) (Unwin, Chen & Härdle, 2008).

Scaling images e interactive �ltering sono alcune delle tecniche per lavorare

sull’interattività delle visualizzazioni, nelle quali riuscire rispettivamente a visua-

lizzare in maniera dettagliata solo una parte dell’immagine oppure selezionare

solo un sottocampione rispetto al quale visualizzare i risultati (Olshannikova et

al., 2016). 

Continueremo a parlare di data visualization più approfonditamente nel ca-

pitolo 2.

1.3 – Learning Analytics

Nello scenario internazionale, l’ambito di ricerca che ha messo insieme dati

e  apprendimento  è riconosciuto nel  termine  Learning Analytics  (LA).  Siamo

dinnanzi allo sviluppo di un campo di studio che accosta alla ricerca educativa

sui temi dell’apprendimento, della didattica, della valutazione, dell’uso delle

tecnologie, gli  analytics con procedure di analisi �nalizzate alla de�nizione di

modelli predittivi e lo human-centered design attento alle istanze dell’usabilità

e  della  partecipazione (www.solaresearch.org/about/what-is-learning-analy-

tics). Ma anche la conoscenza del web, la statistica avanzata, la  data visualiza-

tion, la psicologia, la linguistica, la �loso�a e molto altro ancora.

Da circa  un decennio  è  stato costituito  un network interdisciplinare,  una

community dal nome Society for Learning Analytics Research (SoLAR, www.so-

laresearch.org) che raccoglie studiosi, professionisti ed enti nell’analisi dei dati

su insegnamento, apprendimento e ambienti educativi. Il network organizza la

conferenza internazionale LAK,  Learning Analytics and Knowledge, e la sum-

mer  school  LASI,  Learning  Analytics  Summer  Institute, e  gestisce  la  rivista

“Journal of Learning Analytics” (learning-analytics.info). 
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La de�nizione più frequentemente usata per parlare di Learning Analytics,

adottata da SoLAR nella call  per LAK11 (Learning Analytics and Knowledge

Conference 2011), la prima conferenza internazionale sul tema, recita: 

“Con Learning Analytics ci si riferisce alla misurazione, alla raccolta, 

all’analisi e alla presentazione dei dati sugli studenti e sui loro contesti, 

ai �ni della comprensione e dell’ottimizzazione dell’apprendimento e 

degli ambienti in cui ha luogo.” (Ferguson, 2014, p. 139). 

In essa troviamo le quattro azioni distintive dei LA (misurare, raccogliere,

analizzare, presentare), la tipologia di dati (sugli studenti e sugli ambienti), gli

scopi (comprendere e ottimizzare).

Esistono molte altre de�nizioni, fra le quali una più recente propone i LA

come il campo in cui “big data in education meets conventional quantitative

approaches” (Srinivasa & Kurni, 2021, p. V). I LA rispondono alla s�da educativa

legata ai big data: “come possiamo ottimizzare le opportunità di apprendimen-

to?” (Ferguson, 2014, p. 144). Nonostante le inevitabili sovrapposizioni, settori

di studio af�ni come l’Educational Data Management e l’Academic Analytics si

riferiscono  piuttosto  rispettivamente  alla  s�da  tecnica e  alla  s�da  politica:

“Come  possiamo  estrarre  valore  da  questi  grandi  insiemi  di  dati  correlati

all’apprendimento? [...] Come possiamo migliorare sensibilmente le opportuni-

tà di apprendimento e i risultati scolastici a livello nazionale o internazionale?”

(ibid.).

Nel capitolo introduttivo della seconda edizione dell’”Handbook of Learning

Analytics” realizzato nell’ambito delle iniziative di SoLAR, per rispondere alla

domanda “What is Learning Analytics?”, Charles Lang e colleghi (2022) invece

di usare una de�nizione, scelgono di spiegare attraverso quattro dimensioni il

binomio LA poiché esso è aperto a innumerevoli interpretazioni come lo sono i

due termini che lo compongono. 

I LA sono:

1. una preoccupazione, di dare senso nel rispetto dell’etica, della privacy, 

dell’equità, dell’usabilità, alla grande quantità di dati che sono generati 

nei contesti dell’insegnamento e dell’apprendimento;

2. un’opportunità, di usare i dati prodotti in grandi quantità, ad esempio 

all’interno di Learning Management Systems, per aumentare la cono-

scenza sull’apprendimento, la comprensione dei docenti sui comporta-
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menti degli studenti e la consapevolezza degli studenti stessi sui propri 

percorsi;

3. un campo di indagine, che nonostante abbia ancora con�ni sfumati per 

temi e metodologie, indaga tecnologie, dati ed educazione;

4. una comunità, o forse un insieme di comunità il cui interesse risiede nei 

dati e nell’apprendimento e di cui SoLAR è probabilmente la più nota.

I framework che sin dai primi anni di  diffusione del campo di studi sono

emersi (Greller & Drachsler, 2012; Chatti et al., 2012; Khalil & Ebner, 2015) si

focalizzano su un pool di elementi:

● il tipo di dati raccolti: tracce lasciate dagli studenti nella partecipazione 

ad attività formative, nelle interazioni sociali, i dati personali e le informa-

zioni sul percorso accademico;

● le tecnologie e gli strumenti di analisi (statistica, data visualization, social 

network analysis e così via);

● gli obiettivi degli studi: ri;ettere, analizzare, monitorare, predire, interve-

nire, personalizzare e adattare, gestire tutorato e valutazione;

● gli stakeholder coinvolti quali studenti, docenti e tutor, ricercatori, istitu-

zioni, sia come produttori di dati che come coloro che possono leggerli 

per valutare le proprie prestazioni (nell’apprendimento da studenti atti-

vando processi metacognitivi e nell’insegnamento da docenti), fornire/ot-

tenere feedback in tempo reale, mettere in atto processi decisionali data-

driven; 

● le competenze necessarie da parte di ricercatori e analisti all’attuazione 

di tali pratiche di analisi e da parte degli stakeholder alla lettura dei risul-

tati; 

● le teorie educative che in maniera implicita ed esplicita fanno da sfondo 

alla realizzazione dei percorsi formativi nei quali i dati sono ottenuti e rac-

colti e ai processi di analisi;

● i vincoli legati alla gestione dei dati in termini etici, di privacy e di pro-

prietà che richiedono per la trasparenza procedure standardizzate di co-

municazione (informative) con i soggetti coinvolti e af�dabili sistemi di ar-

chiviazione dei dati (Drachsler & Greller, 2016; Bellini et al., 2019).
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Strumento particolarmente usato per restituire agli stakeholders i dati rac-

colti e analizzati sono le learning dashboard:

“A learning dashboard is a single display that aggregates different 

indicators about learner (s), learning process(es) and/or learning 

context(s) into one or multiple visualizations.” 

(Schwendimann et al., 2017, p. 37)

Tali visualizzazioni pensate innanzitutto per docenti e studenti, per il monito-

raggio da parte dei primi e l’autoregolazione nei propri percorsi formativi dei

secondi, possono raccogliere da una o più piattaforme dati riferibili ai log, alle

attività e questionari svolti, a database istituzionali restituendo gra�ci, mappe,

icone e tabelle. 
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CAPITOLO 2
INTRODUZIONE 

ALL’ANALISI MULTIVARIATA

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· descrivere le fonti di dati in ambito educativo;

· descrivere le principali procedure di data screening;

· descrivere principi e finalità della data visualization;

· definire l’analisi multivariata;

· elencare le fasi di realizzazione di un’analisi multivariata;

· classificare le tecniche di analisi multivariata.

2.1 - Dati, variabili, tecniche di rilevazione e campionamento

I dati su cui si può lavorare utilizzando metodi statistici sono i più diversi. O
meglio i contesti e i temi di indagine sono diversi ma i dati hanno sempre le
stesse caratteristiche. Nei procedimenti di calcolo lavoriamo su numeri e valori
da descrivere e mettere in relazione. Ciò che “adegua” l’uso dei metodi alla di-
sciplina (in questo caso il settore educativo) è la scelta dei fenomeni da osser -
vare e, a monte, delle ipotesi e degli obiettivi di ricerca. 

In ricerche tese a descrivere e confrontare enti formali e non formali che si
occupano di formazione, collezioneremo dati che fanno riferimento alle struttu-
re e alla loro organizzazione, raccogliendo informazioni che hanno a che vede-
re con i numeri di membri, le caratteristiche anagra3che degli operatori intesi
come educatori e insegnanti, le statistiche legate alle disabilità e così via. 

Riferendoci invece ai processi di apprendimento, possiamo studiare com-
portamenti e rilevare dati personali, conoscenze, abilità, opinioni, stili e modi
di fare dei soggetti. 

Come già detto nel primo capitolo, negli ambienti digitali siamo in grado di
rilevare le azioni dei soggetti collezionando big data di cui sono un esempio i
log di navigazione in una piattaforma didattica (Figura 2.1). In essi è registrato
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ogni click dell’utente insieme agli altri utenti coinvolti, all’ora e all’ambiente in
cui l’attività si è svolta. 

Figura 2.1 - Esempio di Log in una piattaforma Moodle.

Una tra le forme di raccolta dati più note e più diffuse è il questionario che,
insieme a colloqui e interviste, permette di raccogliere opinioni e percezioni da
parte degli intervistati, ma anche esaminare l’acquisizione di conoscenze o le
performance. Distinguiamo questionari  di valutazione sommativa predisposti
nei corsi nelle forme di esami; i test standardizzati somministrati a livello nazio-
nale e internazionale soprattutto con 3nalità comparative (es. PISA); test o sca-
le, inventory validate nei contesti di ricerca per misurare, ad esempio, il posses-
so  di  abilità  metacognitive  (es.  MAI,  Metacognitive  Awareness  Inventory  –
Schraw & Dennison, 1994), i livelli di self-regulation nello studio (es. OSLQ, On-
line Self-regulated Learning Questionnaire – Barnard et al., 2009), le reazioni in
presenza di un nuovo strumento tecnologico da utilizzare (es. CES, Computer
Emotion Scale – Kay & Loverock, 2008) e così via. Quando pensiamo a questa
tipologia di strumenti di ricognizione dei dati, immaginiamo che i questionari,
al di là degli argomenti che affrontano, siano costituti da domande a risposta
chiusa, con due o più opzioni di risposta, tali da permetterci di abbinare a cia-
scuna domanda soltanto un valore. È bene sapere che esistono software speci-
3ci o pacchetti nei programmi di elaborazione dati 3nalizzati all’analisi dei testi
scritti e dei contenuti che ci restituiscono statistiche e rappresentazioni gra3che
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su porzioni di testi o comunicazioni fra più soggetti (come quelle nei social net-
work, ad esempio). 

Introduciamo nell’elenco dei tipi di dati rilevabili anche quelli provenienti da
sistemi come l’eye-tracking che, partendo dallo studio dei movimenti oculari,
permette di misurare tempi e frequenze con i quali lo sguardo di un soggetto
si sofferma su una parte di una immagine, di un testo o una pagina web. Usati
come strumenti di scrittura in caso di gravi disabilità, queste tecnologie sono
impiegate nell’ambito della ricerca per studiare in fasce di età diversi3cate i
processi legati all’attenzione, l’usabilità dei sistemi informatici e sempre più au-
spicabilmente le competenze linguistiche, le attività cognitive e metacognitive,
le  emozioni,  le  modalità  di  apprendimento  anche nei  contesti  multimediali
(Porta & Rastelli, 2013; Alemdag & Cagiltay, 2018). 

Anche l’osservazione diretta può essere usata come strumento di raccolta di
dati quantitativi: in questo caso l’osservatore rileva i comportamenti dei sog-
getti attraverso griglie e schede che, rielaborate, possono essere usate come
variabili che abbinano a ciascun comportamento osservato un numero pari alla
frequenza con cui il comportamento è agito. 

Abbiamo usato il termine variabile, fondamentale per avviare e comprende-
re ogni analisi statistica. Le variabili sono gli elementi operativi e osservabili in
cui è scomposto un fenomeno e ai quali possiamo attribuire un valore (una mo-
dalità) per ciascun caso/soggetto/unità statistica. Il voto nell’esame di Statistica
conseguito da ciascuno degli studenti iscritti al secondo anno di un determina-
to corso di laurea. Oppure l’altezza degli individui nati nel 1983. O ancora il
piatto preferito tra 5 elencati da parte dei rispondenti a un’indagine di marke-
ting. Questi esempi mostrano come nella fase di raccolta dei dati, due sono gli
elementi da tenere in considerazione: le variabili, quindi gli eventi da osserva-
re, e i soggetti/oggetti su cui rilevare l’occorrenza dell’evento, ossia campioni e
popolazioni di riferimento. 

Le variabili

Le classi3cazioni delle variabili  sono determinate dalle caratteristiche pro-
prie delle stesse e dalle modalità in cui vengono utilizzate. 

Distinguiamo variabili qualitative e quantitative dal tipo di fenomeno che de-
scrivono e dalla scala con cui vengono rilevate. Le modalità in cui si esprimono
le prime sono caratteristiche nominali, le seconde valori numerici. Il colore pre-
ferito dei bambini della scuola dell’infanzia rappresenta quindi una variabile
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qualitativa, l’età degli stessi è una variabile quantitativa. Le variabili qualitative
si distinguono a loro volta in categoriali e ordinali. Il colore preferito, ripren-
dendo l’esempio, è una variabile qualitativa categoriale e si misura con l’uso di
una scala qualitativa sconnessa in cui tutte le opzioni di risposta alla possibile
domanda: “quale è il tuo colore preferito?” hanno uno stesso peso. Non c’è un
ordine nei colori, una scala che ci dica che il colore rosso ha un valore più ele-
vato per noi del colore verde. Il classico esempio di variabile qualitativa ordina-

le è quello del livello di istruzione. In questo caso le opzioni di risposta all’ipo-
tetica domanda “quale è il tuo titolo di studi?” seguono un ordine ben preciso
che ci permette di indicare un titolo come superiore all’altro. La scala usata in
questo caso è una scala qualitativa ordinale dove le opzioni di risposta saranno
licenza di scuola primaria, scuola secondaria di primo grado, scuola secondaria
di secondo grado, laurea triennale, laurea magistrale, corsi post lauream, dot-
torato di ricerca. Per alcune procedure, associando a queste opzioni di risposta
un valore numerico, la variabile qualitativa ordinale può essere trattata − sep-
pur con estrema cautela  − come una variabile quantitativa. Queste ultime si
suddividono in  discrete e  continue a seconda che i valori numerici formulati
siano rilevati, contati (ad es., numero di smartphone in una famiglia) o misurati
con strumenti di misurazione e unità di misura (es. altezza di un individuo misu-
rata in cm). Vengono rilevate con  scale quantitative rapporto o  non rapporto

che si distinguono per il modo in cui viene ammesso il valore 0: realistico nelle
prime, solo convenzionale nelle seconde. 

Un particolare tipo di variabili (qualitative) sono quelle de3nite dicotomiche

o  binarie, quelle che cioè possono assumere soltanto due modalità: bianco/
nero, vero/falso, sì/no, uomo/donna e così via. Anche le variabili  identi3cate
come dummy sono dicotomiche (sono quantitative però): esse sono aggiunte
nelle fasi di preparazione dei dati per indicare l’occorrenza di un fenomeno e
trasformare una variabile categoriale in quantitativa. Una variabile dummy po-
trebbe ad esempio rilevare il fenomeno: “preferisco il giallo” dove i risponden-
ti possono scegliere questo colore fra molti. Per convenzione la modalità as-
sunta sarà 1 in corrispondenza dei casi di soggetti che hanno indicato il colore
giallo come il preferito, 0 per tutti gli altri colori. 

Le trasformazioni sulle variabili possono condurre anche alla costruzione di
variabili composte, cioè formate da due o più altre variabili del dataset che ri-
sultano prossime o per correlazioni statistiche o per legami concettuali e che,
combinate, generano informazioni più esaurienti sui fenomeni (per una descri-
zione più completa si veda Song et al., 2013). 
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In altre classi3cazioni legate piuttosto all’uso che si fa delle variabili  nelle
analisi, possiamo distinguere le variabili  esogene da quelle endogene per di-
stinguere le variabili considerate interne al modello impiegato da quelle ester-
ne. In alcuni dei metodi che descriveremo in seguito per de3nire relazioni fra i
fenomeni osservati,  si  parla di variabili  indipendenti e  dipendenti: si  ipotizza
che le prime inNuenzino il  comportamento delle seconde che sono in realtà
molto spesso quelle al centro del nostro interesse. Nel linguaggio statistico le
variabili indipendenti e dipendenti sono anche note rispettivamente con i nomi
di predittori e variabile risposta. 

Una distinzione da fare e che ci riporta a quanto detto nel primo capitolo, e
cioè alla dif3coltà di conoscere 3no in fondo la realtà osservata, è quella fra va-
riabili  latenti e  manifeste,  osservate e  non osservate. Gli eventi osservati sono
sempre composti da due elementi non osservabili: il fenomeno in sé e un erro-
re che nasce dalla misurazione, dal campionamento e così via. Vanno quindi
distinte, in fase di analisi e discussione dei risultati, le variabili che possono es-
sere osservate e sono manifeste da quei costrutti della cui esistenza siamo con-
sapevoli ma che non possiamo rilevare perché latenti o non osservabili (de Lil -
lo et al., 2007). Di questo avremo modo di parlare in maniera più approfondita
a proposito delle tecniche di analisi (già ad esempio nel terzo capitolo).

Il campionamento (ovvero la statistica descrittiva e inferenziale) 

L’insieme  di  soggetti/unità  statistiche  sui  quali  si  rilevano  le  variabili
dell’indagine contribuisce a de3nire metodi e strumenti da usare e il tipo di ri -
sultato che otterremo. 

Quando, come nei censimenti, siamo in grado di rilevare i dati di cui abbia-
mo bisogno dall’intera popolazione di riferimento U, l’analisi statistica che con-
duciamo  è  di  tipo  descrittivo.  Potremmo  non  avere  la  possibilità  di
intervistare/contattare tutti i soggetti coinvolti nello studio, non avere i fondi o
preferire  un’analisi  più  dettagliata  su un gruppo meno numeroso.  In  questi
casi,  quando è solo una parte dell’intera popolazione ad essere considerata
(anche se siamo interessati a studiare le caratteristiche dell’intera popolazione)
cioè un suo sottoinsieme di numerosità n de3nito campione, si entra nell’ambi-
to della statistica inferenziale e si introducono i concetti di probabilità, di stima
dei parametri, di errore campionario (poiché da una stessa popolazione posso-
no essere estratti molti campioni diversi). Lo scopo di un’indagine realizzata su
un campione è di generalizzare i risultati all’intera popolazione di riferimento.
Af3nché la generalizzazione sia signi3cativa, il campione deve essere rappre-
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sentativo ovvero si rende necessario attivare delle tecniche di “correzione” o di
valutazione dell’errore campionario. Spesso ci si af3da al caso per assicurarsi
che lo sia. Quando l’estrazione dei soggetti che faranno parte del campione
avviene con reinserimento del soggetto estratto, si parla di campione bernoul-

liano. In questo caso ogni soggetto ha la stessa probabilità di essere estratto
anche dopo l’estrazione. Nel caso in cui non ci sia reinserimento, si parla di
campione casuale semplice. I due campioni tendono a sovrapporsi quando la
loro numerosità è molto elevata. 

Fra i  campioni  probabilistici,  oltre a quelli  già elencati,  troviamo anche il
campione sistematico nel quale sono estratte unità da osservare ogni k sogget-
ti; strati�cato nel quale la popolazione viene divisa in strati omogenei e vengo-
no estratti  n  soggetti da ogni strato;  a grappoli, nel quale contrariamente al
precedente la popolazione viene divisa in gruppi eterogenei al loro interno in
grado di rappresentare la varietà della popolazione. Rientrano fra i campioni
non probabilistici: il campione accidentale, composto dai soggetti più prossimi
al ricercatore; il campione per quote, dove i soggetti sono scelti fra strati omo-
genei al loro interno in maniera non casuale; il campione  a valanga, dove ai
primi soggetti coinvolti si chiede di segnalare altri soggetti da coinvolgere; il
campione per dimensioni, che include in base a delle griglie soggetti che han-
no caratteristiche diverse da tutti gli altri inclusi nel campione.

Esistono procedure di  calcolo (anche impostate su applicazioni  e pagine
web) che ci consentono di de3nire la dimensione ottimale del campione, una
volta che, in base ai casi, si conosce la numerosità della popolazione o sono
stati 3ssati i livelli di signi3catività dei risultati e il livello di errore che siamo di-
sposti a tollerare, considerando quanto i dati raccolti si scostano dai valori reali
di U.

2.2 - Preparazione dei dati 

La prima operazione per proseguire nell’analisi  statistica dopo la raccolta
dei dati è quella di preparare il dataset (in pratica una o più tabelle) che contie-
ne tutte le variabili e le unità statistiche osservate. L’obiettivo è spesso quello di
avere per ogni riga un’unità statistica e per ogni colonna una variabile (o vice-
versa). Questa indispensabile operazione serve a mettere insieme ad esempio
variabili ottenute da rilevazioni condotte in maniera diversa su uno stesso cam-
pione e produrre i 3le di base sui quali poter lavorare attraverso speci3ci soft-
ware. Quando parliamo di preparazione dei dati, non ci riferiamo solo a questa
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procedura ma a un più ampio processo di data screening che, talvolta, può ri-
chiedere anche più impegno e tempo dello stesso processo di analisi e studio
dei dati. 

Barbara  Tabachnick  e  Linda  Fidell  (2013)  hanno  proposto  una  generica
checklist per il controllo dei dati (Tabella 2.1) da riadattare poi ai singoli studi.
Essa presenta fasi di analisi sequenziali che si possono comprendere alla luce
di quattro elementi che riproponiamo nello stesso ordine e a partire dalle con-
siderazioni delle autrici. Si tratta dell’accuratezza del 3le dei dati (1), la presen-
za di missing data (2) e outlier (3), il controllo di normalità, linearità e omosche-
dasticità (4). 

Checklist for Screening Data 

1. Inspect univariate descriptive statistics for accuracy of input 
a. Out-of-range values 
b. Plausible means and standard deviations 
c. Univariate outliers 

2. Evaluate amount and distribution of missing data; deal with problem 
3. Check pairwise plots for nonlinearity and heteroscedasticity 
4. Identify and deal with nonnormal variables and univariate outliers 

a. Check skewness and kurtosis, probability plots 
b. Transform variables (if desirable) 
c. Check results of transformation 

5. Identify and deal with multivariate outliers 
a. Variables causing multivariate outliers 
b. Description of multivariate outliers 

6. Evaluate variables for multicollinearity and singularity 

Tabella 2.1 - Checklist per la preparazione dei dati (Tabachnick & 
Fidell, 2013, p. 91).

Accuratezza. Un primo livello di veri3ca dell’accuratezza si ottiene confron-
tando la corrispondenza dei dati nel dataset con quelli originali della rilevazio-
ne. All’aumentare della numerosità del campione saranno necessarie procedu-
re più complete di controllo. Per ciascuna variabile vanno calcolate distribuzio-
ni di frequenze e (per le quantitative) indici di posizione e variabilità; così come
vanno disegnati i gra3ci sull’andamento delle distribuzioni delle variabili coin-
volte nello studio. Questo ci permette di essere certi che la media o il range di
distribuzione delle variabili risulti accettabile e ragionevole. Fra le coppie di va-
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riabili si veri3ca anche la correlazione e si studiano i casi in cui essa risulta ac-
centuata (inNated) − principalmente quando si considerano variabili composte
costituite da stesse variabili − o indebolita (deNeated) − quando il range delle
risposte di una o più variabile è ristretto. Fenomeni di multicollinearità e singo-
larità possono emergere rispettivamente quando due variabili sono altamente
correlate perché misurano lo stesso fenomeno e quando alcune variabili risul-
tano ridondanti perché una è ottenuta dalla combinazione delle altre. Qualora
siano rilevate variabili che presentano valori di correlazione molto alti, si può
considerare l’esclusione di quelle che ci restituiscono informazioni simili senza
aggiungere spiegazioni ulteriori alla conoscenza del fenomeno studiato. 

Durante la fase di veri3ca dell’accuratezza, in3ne, si rileva la presenza di ou-
tlier e missing data per una o più variabili. 

Dati mancanti (missing data). Come facilmente si può dedurre, affrontiamo il
tema del controllo dei casi in cui nei dataset risultino informazioni mancanti in
corrispondenza di una unità statistica per una certa variabile. È una delle que-
stioni più annose nell’analisi dei dati e per la quale non esistono linee guida
troppo rigide e predeterminate. Il ricercatore può eliminare le unità statistiche
per cui si rilevano missing data in una o più variabili se non eccessivamente nu-
merose oppure nei casi più semplici può  utilizzare le sue conoscenze prece-
denti del fenomeno per inserire un valore che ritiene verosimile. Potrebbe inol-
tre decidere di sostituire i missing data con la media o la mediana (con delle ri-
percussioni sulla variabilità della varianza e sulla correlazione con le altre varia-
bili) o con delle stime come il risultato di un processo di regressione (capitolo
4) reiterato più volte, nel quale sono le altre variabili a predire il valore mancan-
te. 

La scelta dell’azione da mettere in campo una volta individuati i valori man-
canti dipende dalla numerosità del campione e dalla numerosità e casualità
degli stessi missing value. 

Se i valori mancanti sono in un piccolo numero rispetto al campione e siamo
certi della loro casualità, una delle scelte più frequenti è quella di eliminare le
unità statistiche coinvolte dalla rilevazione. 

Se il numero dei valori mancanti è molto alto rispetto alla numerosità del
campione, bisogna indagare le motivazioni che si nascondono dietro tali valori.
Aver collezionato un alto numero di missing data è di per sé un’informazione
rilevante ai 3ni dell’indagine. Quando tali motivazioni sembrano particolarmen-
te rilevanti per lo studio, si può scegliere di sostituire i missing data con la me-
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dia della variabile e introdurre una variabile di appoggio (dummy) dove si indi-
ca con 0 il dato completo e con 1 il dato mancante. 

Se le variabili per le quali abbiamo tanti missing data non sono fondamenta-
li o le informazioni che ci restituiscono sono comunque ben rappresentate da
altri indicatori, è plausibile non tenerle in considerazione. 

Nell’eliminazione delle unità statistiche, soprattutto se l’assenza di valori non
è casuale, bisogna veri3care che i dati non siano mancanti in una particolare fa-
scia di soggetti. Eliminare i dati in questo caso signi3cherebbe compromettere
la rappresentatività del campione. Talvolta in queste situazioni i missing data
vengono sostituiti con la media calcolata in una speci3ca categoria di soggetti
partecipanti allo studio invece della media dell’intero campione. 

Una buona pratica è quella di ripetere l’analisi con e senza le unità per cui ri-
leviamo missing value per testare le differenze. 

Outlier. Si tratta di valori estremi che si discostano molto dalle modalità as-
sunte dalle variabili, incidendo in maniera più rilevante sull’analisi. Si possono
far rientrare in questa categoria anche modalità che raccolgono il 90% delle
frequenze in variabili dicotomiche. 

Distinguiamo gli outlier fra univariati (riferiti a una sola variabile) e multivaria-
ti, quando derivano dalla combinazione fra le modalità attribuite a più variabili.
Nei gra3ci gli outlier appaiono come valori lontani dal resto della distribuzione
presunta e sono pertanto riconoscibili con un colpo d’occhio. Nella Figura 2.2,
ad esempio, vediamo rappresentati i boxplot relativi alla distribuzione dei nu-
meri di iscritti ai Mooc (Massive Open Online Courses) della piattaforma EduO-
pen (learn.eduopen.org) relativi a 6 categorie di corsi. Sia la categoria in giallo
indicata come AHU (Arts and Humanties), così come quella arancione contras-
segnata dalla sigla SSC (Social Sciences), presentano numerosi, potenziali ou-
tlier, che oltrepassano il limite massimo calcolato dal software nella distribuzio-
ne (i “baf�” del boxplot). La categoria SCI (Sciences) presenta un unico poten-
ziale outlier che si discosta in maniera estremamente rilevante dal resto dei
dati. Questo non implica automaticamente che tali punti “estremi” siano effetti-
vamente degli outlier ma ci indica di approfondirne la natura.

I metodi per determinare i multivariate outlier, come il calcolo della Mahala-
nobis distance, la discrepancy o l’inNuence, prendono in considerazione la di-
stanza che esiste fra l’outlier e lo sciame dei dati, e l’inNuenza che di conse-
guenza tale distanza può comportare nell’andamento e nell’analisi delle varia-
bili. 
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Si considera anche per gli outlier la possibilità di cancellare le unità statisti -
che a cui sono riferiti o di trasformare i valori rendendo la distribuzione più si-
mile a quella ipotizzata (per esempio una normale). 

Figura 2.2 - Boxplot degli iscritti ai MOOC della piattaforma 
EduOpen suddivisi per categoria dei corsi. Vanno indagati i punti 
che superano il valore massimo come possibili outlier delle 
distribuzioni.

Normalità, linearità e omoschedasticità. Per applicare alcuni dei metodi di
analisi multivariata, bisogna assumere che i dati si distribuiscano secondo una
speci3ca distribuzione, molto spesso una normale multivariata, cioè che ogni
variabile e ogni combinazione lineare fra le stesse variabili siano normali, obiet-
tivo complesso da veri3care quando il  numero di variabili  è particolarmente
elevato. Tuttavia un buon punto di partenza è provare normalità,  linearità e
omoschedasticità  per  le  singole  variabili.  Diamo rapidi  cenni  di  seguito  su
come procedere: 

● ci sono test e gra3ci che testano l’ipotesi di normalità univariata come i 
test di Shapiro-Wilk, Anderson-Darling e Lilliefors (Kolmogorov-Smir-
nov) o il metodo gra3co denominato Q-Q plot (plot quantile della distri-
buzione osservata vs quantile della distribuzione di riferimento). Para-
metri da calcolare utili a testare la normalità sono la skewness, che resti-
tuisce la simmetria della curva, e la kurtosis, che ne veri3ca il livello di 
appiattimento e lo spessore delle code. Entrambi devono avvicinarsi 
allo 0 se le distribuzioni sono normali ma rappresentano soltanto delle 
condizioni necessarie e non suf3cienti. 
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● l’esistenza di una correlazione lineare fra distribuzioni normali si visualiz-
za in uno scatterplot bivariato quando i punti sono disposti in maniera 
curvilinea. Talvolta bisogna accettare che la relazione fra due variabili 
non assuma una forma lineare ma di altro tipo. E, spesso, è il caso più 
interessante.

● l’omoschedasticità è la proprietà di cui gode un gruppo di variabili che 
possiedono una variabilità (varianza) simile. Se esiste una normalità mul-
tivariata allora le variabili sono omoschedastiche. 

Quando sono presenti outlier o quando, pur se necessario per i nostri calco-
li, le variabili non rispettano i criteri di normalità, linearità e omoschedasticità, si
preferisce applicare processi di  data trasformation che vanno a modi3care le
singole modalità di ciascuna variabile e comportano, come conseguenza, mo-
di3che alle scale e alle unità di misura con le quali i dati sono stati raccolti. Lo
scopo di tali trasformazioni è quello di migliorare la normalità delle distribuzio-
ni e di rendere confrontabili variabili misurate con scale diverse (ad esempio,
“perdendo” le unità di misura con le quali i dati sono stati misurati). Molto noti
sono i processi di normalizzazione e standardizzazione. La prima operazione ci
consente di modi3care i dati in modo che, come percentuali, risultino compresi
in un range fra 0 e 1, dove 0 coincide con il valore minimo assunto dalla varia-
bile e 1 il valore massimo. La seconda trasforma i valori di partenza generando
una distribuzione che ha il valore 0 come media e 1 come deviazione standard.
A queste, inoltre, solo per citarne alcune, si possono aggiungere l’inversa e le
trasformazioni monotoniche come quelle logaritmiche, di elevamento a poten-
za e radice quadrata (McCune & Grace, 2002). 

2.3 - Data visualization 

Nel TED talk “The beauty of data visualization”, (www.ted.com/talks/david_
mccandless_the_beauty_of_data_visualization),  David McCandless,  giornalista
esperto di  data visualization &  information design,  propone molti  esempi di
come la visualizzazione dei gra3ci aiuti a comprendere meglio quello che i dati
dicono: gli investimenti di milioni di dollari, le paure del mondo, gli aggiorna-
menti nei social sulle rotture dei 3danzamenti, i budget militari e le forze arma-
te, l’ef3cacia degli integratori alimentari. Invita a comportarsi da detective fra le
informazioni, a giocare con i dati, a puntare su quel qualcosa di magico, dice,
che c’è nella rappresentazione gra3ca ed è in grado di mostrare informazioni
che in altri modi non comprenderemmo. Come dimostra la visualization creata
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dal 3sico danese Tor Norretranders che McCandless descrive:  YOUR SENSE OF

SIGHT IS THE FASTEST. Nel gra3co presente nel video, che confronta l'ampiezza di
banda dei sensi, emerge che il gusto ha la velocità di una calcolatrice, l’udito e
l’odorato quella di un hard disk, il tatto quella di una chiavetta USB e che la vi-
sta è potente come la rete di un computer. Ancora più potente, aggiunge, se
mescolata con le potenzialità del linguaggio della mente:

“if you combine the language of the eye with the language of the mind, 

which is about words and numbers and concepts, you start speaking two

languages simultaneously, each enhancing the other. So, you have the 

eye, and then you drop in the concepts. And that whole thing – 

it’s two languages both working at the same time.“

La  data visualization, con3guratasi come disciplina a sé con lo sviluppo di
grandi quantità di dati nei sistemi informatici, è un campo al con3ne fra mate-
matica,  informatica,  scienze  cognitive,  ingegneria,  statistica,  computer  gra-
phics, tutte discipline che prevedono l’uso di gra3ci. In essa convergono i cam-
pi della scienti�c visualization, information visualization, e il più recente settore
di visual analytics. La scienti�c visualization, altrimenti detta spatial data visuali-

zation, ha a che vedere con i processi di rappresentazione dei fenomeni scien-
ti3ci caratterizzati da una collocazione geogra3ca o in uno spazio bi- o tri- di-
mensionale. Una visualizzazione appartenente a questo settore potrebbe rap-
presentare il Nusso colorato di un liquido all’interno di un macchinario in base
a come lo stesso liquido cambia la temperatura. Fanno parte dell’information

visualization i  processi di produzione di gra3ci ad albero, reti, tabelle, docu-
menti, serie temporali e così via, che richiedono una rielaborazione visuale pur
non essendo necessariamente collocati in uno spazio de3nito. La collocazione
nello spazio (ad es. gli assi cartesiani), in questo caso, è una scelta che viene
fatta per la rappresentazione e che è utile per mostrare le relazioni fra gli even-
ti. Il campo di  visual analytics deriva dai precedenti due settori e permette la
combinazione di data analysis e visualization tools con lo scopo di produrre
metodi e tecniche di visualizzazione dei dati. L’obiettivo è di supportare ragio-
namenti analitici usando tecniche e strumenti che generino interfacce visuali in-
terattive in un processo che deve generare senso a partire da dataset molto
numerosi e complessi. Il focus della visual analytics è il processo reiterato mes-
so in atto nella costruzione di visualizzazioni che siano sempre più adatte a rap-
presentare i dati e generare informazioni (Telea, 2014). 
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La s3da della data visualization è di presentare ciò che è complesso in una
maniera completa, comprensibile, dinamica e interattiva. L’obiettivo di questa
forma gra3ca di analisi dei dati, a seconda dei casi, può essere quello di tradur-
re per un lettore comune dati e relazioni espressi altrimenti da articolate formu-
le matematiche o di mostrare a un ricercatore attraverso il canale visivo uno
scenario indagabile anche con numeri e simboli ma con tempi lunghi e opera-
zioni poco intuitive. 

Sebbene tutti i package di analisi statistica includano degli strumenti di gra-
3cazione dei risultati, per un approccio ef3cace alla data visualization è neces-
sario utilizzare degli strumenti speci3ci.

Ci sono nel web decine di video e brevi articoli che classi3cano i tool per la
data visualization. Ne troviamo alcuni che sono vere proprie applicazioni da
scaricare come Tableu, altre che si presentano come piattaforme online, ad es.
Flourish. Si distinguono per il tipo di gra3ci che permettono di produrre e per
la possibilità di scaricare o usufruire di una versione gratuita. Tool proprietari
sono Looker e Knime. La distinzione fra le versioni free e i pro3li business spes-
so ricade sulle modalità di condivisione di dati e gra3ci prodotti, che in base
alle soluzioni di acquisto scelte diventano automaticamente pubblici o even-
tualmente privati. Servono competenze statistiche e informatiche per utilizzare i
tool? Questo è un altro elemento da considerare quando ne scegliamo uno:
Google Chart ad esempio dà la possibilità di integrare gra3ci nelle pagine web
provvedendo codici in html da modi3care che possono non essere noti a tutti.
In alcuni casi accanto alla costruzione di gra3ci, ci sono funzionalità per la crea-
zione di infogra3che come per Infogram, piattaforma online, dove si trova un
buon numero di tipologie diverse di visualizzazioni da utilizzare all’interno di in-
fogra3che, post per i social, presentazioni e report. Un esempio estremamente
semplice è in Figura 2.3 dove, a partire da uno dei modelli preimpostati di In-
fogram sono state riassunte alcune caratteristiche degli studenti iscritti al primo
anno del CdL in Digital Education presso l’Università di Modena e Reggio Emi-
lia nell’a.a. 2019/20. 

Frequentemente questi tool, danno la possibilità di costruire dashboard e
presentazioni che talvolta assumono il nome di storie. I dati e le loro visualizza-
zioni sono in grado di raccontare come è fatta una società, un gruppo, cosa
cambia nel tempo, come due fenomeni sono in relazione fra di loro. Nel forma-
to gra3co, riescono a farlo utilizzando un design accattivante con la peculiarità
di portare l’attenzione dei “visualizzatori” su speci3che questioni e allo stesso
tempo di conservarsi più a lungo e con maggiore enfasi nella memoria e fra le
conoscenze. 
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Figura 2.3 - Infogra3ca relativa alla composizione del gruppo del 
primo anno degli studenti del CdL in Digital Education, Unimore,
a.a. 2019/20, realizzata con Infogram https://infogram.com/digital-
education-student-1hmr6g78jo7pz6n?live 

Usiamo una visualizzazione realizzata sulla piattaforma Flourish per proporre
un esempio che, sempli3cando il meccanismo di funzionamento dei sistemi di
data visualization, prova a spiegarli e renderli evidenti. Flourish è una piattafor-
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ma online user-friendly per la data visualization che non richiede competenze
elevate da sviluppatore o da statistico per creare visualizzazioni dinamiche, ef3-
caci e accattivanti. Oltre a piani di utilizzo business, dispone di un piano di uti -
lizzo pubblico che permette di creare gra3ci interattivi e storie/presentazioni a
partire dai dati e dalle informazioni che essi generano. Nella versione free, an-
che i dati sono pubblici. Nel Visual vocabulary di Flourish sono comprese oltre
50 tipologie di visualizzazioni che si focalizzano sulla rappresentazione di di-
stribuzioni,  variazioni,  correlazioni,  ranking,  serie,  suddivisioni,  mappe e
Nussi. Tante sono le opzioni di personalizzazione della gra3ca con colori,
forme, titoli e così via. 

Le Figure da 2.4 a 2.7 sono un esempio di una visualizzazione pubblica su
questa piattaforma. 

Il processo di creazione di un gra3co, come processo di analisi dei dati, ri-
chiede di individuare ipotesi e modelli concettuali di partenza e di predisporre
correttamente un dataset. 

I dati caricati (ad es. da un 3le Excel) possono essere modi3cati come in un
foglio di calcolo e ciascuna variabile (ossia ciascuna colonna) va indenti3cata
con un ruolo  nella  rappresentazione.  Nel  caso nelle  3gure,  gli  strumenti  di
Flourish ci hanno chiesto di distinguere le colonne contenenti variabili catego-
riali da usare per le selezioni riferite a “Group by”, “Shade by”, “Compare” e va-
riabili continue per l’elenco “Size by”. 

La visualizzazione (in due formati, circolare e rettangolare) è riferita ai dati
raccolti  in  un’indagine  somministrata  agli  utenti  della  già  citata  piattaforma
EduOpen per de3nirne i pro3li. Il nostro obiettivo è quello di descrivere il cam-
pione con una visualization. Ciascuno dei rispondenti corrisponde a uno dei
punti del cerchio. Passandoci sopra con il mouse compaiono tutte le informa-
zioni relative al singolo rispondente (Figura 2.4). 

Le 3gure successive mostrano cosa succede quando scegliamo una variabi-
le dai menu nel box di scelta. La Figura 2.5 ci mostra i dati divisi per genere e
colorati  per  livello  di  competenze  digitali.  Nella  Figura  2.6  viene  aggiunta
un’altra informazione, quella relativa al numero di corsi completati visualizzata
attraverso le dimensioni dei punti del gra3co (ricorderete che le variabili quan-
titative sono quelle relative all’elenco “Size by” e che come tali possono deter-
minare le dimensioni). L’ultima Figura 2.7 contiene anche la distinzione in cate-
gorie in base all’età. 
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Figura 2.4 - Risultati di un’indagine fra gli utenti di EduOpen visualizzati 
su Flourish, visualizzazione generale, 
https://public.Nourish.studio/visualisation/5221716/ 

Figura 2.5 - Risultati di un’indagine fra gli utenti di EduOpen visualizzati
su Flourish, visualizzazione per genere e competenze digitali, 
https://public.Nourish.studio/visualisation/5221716/
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Figura 2.6 - Risultati di un’indagine fra gli utenti di EduOpen visualizzati
su Flourish, visualizzazione per genere, competenze digitali e numero 
di corsi completati, https://public.Nourish.studio/visualisation/5221716/

Figura 2.7 - Risultati di un’indagine fra gli utenti di EduOpen visualizzati
su Flourish, visualizzazione per genere, competenze digitali, numero di 
corso ed età, https://public.Nourish.studio/visualisation/5221716/ 

Utilizzando quindi testi, suddivisione nello spazio, colori e dimensioni, il gra-
3co in maniera interattiva riesce a farci visualizzare una quantità di informazioni
elevata, sia per il numero di unità che fanno parte del campione che per il nu-
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mero di variabili che possono essere combinate fra di loro con molti abbina-
menti diversi (il nostro è un esempio semplice, la quantità di dati, di variabili e
di relazioni fra le stesse in analisi statistiche e computazionali può essere note-
volmente molto più numerosa e più complessa!). 

Con un solo colpo d’occhio riusciamo a dire che c’è una prevalenza di don-
ne nel campione, che i livelli di competenza digitale prevalenti sono “suf3cien-
te” e “buono” e anche che fra gli uomini c’è una presenza maggiore di utenti
con competenze  digitali  di  livello  ottimo,  che gran  parte  del  campione ha
un’età compresa fra 41 e 60 anni, in particolare fra i rispondenti c’è un gruppo
nutrito di donne di età compresa fra 50 e 60 anni con competenze digitali pre-
valentemente di livello suf3ciente-buono. 

In numeri  avremmo dovuto dire che il  60% del campione è costituito da
donne, che il  55% dei rispondenti  ha competenze digitali  “buone” e il  23%
“suf3cienti”, che il 26% degli uomini ha competenze digitali ottime e che fra le
donne questo livello di competenza è raggiunto solo dal 14%, che il 56% degli
utenti dell’indagine ha un’età compresa fra 41 e 60 anni, che le donne di età
compresa fra 50 e 60 anni sono il 17% del campione totale. 

La visualizzazione, in conclusione, ci ha restituito numerose informazioni sul-
le singole variabili e su gruppi di variabili, che ricorderemo, che potremo rime-
scolare dagli strumenti di selezione, che sono già di per sé dei risultati e che
saranno un punto di partenza rilevante per analisi di approfondimento succes-
sive. 

2.4 - Linee guida per l’analisi multivariata 

Quando avviamo ricerche su fenomeni educativi, che siano su larga scala o
in contesti più ristretti, siamo consapevoli dei tanti fattori che intervengono nel-
la determinazione degli eventi. L’uso dell’analisi multivariata risponde alla ne-
cessità − che emerge anche nel settore educativo − di maneggiare più variabili
in  un  unico  contesto  e  di  sintetizzarle  per  ottenere  informazioni  su  scenari
ampi, ricchi di dati e complessi per via delle tante relazioni che in essi sono sta-
bilite. È duplice il modo in cui opera l’analisi multivariata: da un lato riassume
grandi quantità di informazioni in un numero inferiore di indicatori più com-
prensibili; dall’altro mostra quelle tendenze, quelle regolarità, quelle strutture
latenti nelle relazioni fra i dati al 3ne di costruire modelli predittivi che non solo
aderiscono (to �t è il verbo inglese usato per esprimere questo concetto) alla
struttura del campione osservato ma dell’intera popolazione di riferimento. 
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Siamo abituati  inconsapevolmente  a  queste  operazioni  di  summarisation

proprie dell’analisi multivariata. Non solo nel contesto statistico dove, selezio-
nando pochi indicatori, descriviamo distribuzioni a partire da una media e una
deviazione standard. Ma anche nella quotidianità, dove ad esempio siamo in
grado di percepire dettagli tridimensionali da una foto bidimensionale (Bartho-
lomew et al., 2008). 

La modalità attraverso cui si  adoperano le tecniche di analisi  multivariata
porta al pensiero il paradigma della semplessità dell’ingegnere e neuro3siolo-
go francese Alain Berthoz (2011) applicato anche in contesti didattici (Ferrari,
2013; Rivoltella & Rossi, 2012). Con questo termine lo studioso spiega il modo
in cui in situazioni molto complesse, per spirito di sopravvivenza nei processi
evolutivi, il cervello sia in grado di elaborare soluzioni semplici ma allo stesso
tempo “eleganti ed ef3caci” che derivano da una riduzione della complessità,
si basano sulle esperienze già compiute e anticipano il futuro. 

Esse “non snaturano la complessità del reale: non sono né caricature, né
scorciatoie, né riassunti” (Berthoz, 2011). Allo stesso modo, nel tipo di analisi
oggetto  della  nostra  discussione,  attraverso  l’uso  di  tecniche  prede3nite  e
sempre incrementabili, molti dati vengono sintetizzati in fattori e poi modelli
che senza perdere la complessità del contesto di partenza mostrano soluzioni
organiche che contengono nuove conoscenze sul funzionamento dei sistemi,
nel nostro caso educativi. 

Nella de3nizione più stringente dell’insieme di tecniche che vanno sotto il
nome di analisi multivariata, si sottolinea come in queste procedure le variabili
debbano essere casuali e connesse fra loro in modo che le variazioni possano
essere osservate solo sull’insieme dei dati e non in maniera isolata sulle singole
variabili. Gli effetti registrati devono essere il risultato di eventi e variazioni che
si manifestano simultaneamente. Tuttavia, nella pratica si è soliti utilizzare que-
ste tecniche non solo per analisi multivariate ma anche in casi di analisi multiva-
riabili, riferite cioè a più di due variabili, dove non vige il principio di simulta-
neità. 

Per dirla con le parole di Hair e colleghi (2014): 

“Multivariate analysis techniques are popular because they enable 

organizations to create knowledge and thereby improve their decision 

making. Multivariate analysis refers to all statistical techniques that 

simultaneously analyze multiple measurements on individuals or objects 

under investigation. […] To be considered truly multivariate, however, all
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the variables must be random and interrelated in such ways that their 

different effects cannot meaningfully be interpreted separately. Some 

authors state that the purpose of multivariate analysis is to measure, 

explain, and predict the degree of relationship among variates 

(weighted combinations of variables).” (ivi, p. 4)

Prima di  passare alla  classi3cazione delle  tecniche di  analisi  multivariata,
prendiamo in considerazione due nuclei di informazioni che, riprese da Hair e
colleghi (2014), ci danno un quadro completo dei processi di analisi che fanno
riferimento alle tecniche multivariate. Gli autori forniscono: 

1. un processo fatto di 6 fasi nel quale si svolge un’analisi multivariata in un 
approccio mirato alla costruzione di un modello di lettura dei fenomeni;

2. linee guida (quasi una 3loso3a, affermano) per l’analisi multivariata e 
l’interpretazione dei risultati.

Le Tabelle 2.2 e 2.3 mettono insieme i due elementi attribuendo a ciascuna
fase di lavoro (colonna a sinistra) uno dei principi delle linee guida (colonna a
destra). Le fasi di lavoro sono divise fra fasi di preparazione (Tabella 2.2) e fasi
di costruzione/validazione del modello (Tabella 2.3); fra queste ultime, la quar-
ta e la quinta hanno in comune il principio che valorizza l’errore, inteso come
assenza di aderenza del modello ai dati. I principi focalizzano l’attenzione del
ricercatore su scelte importanti come la de3nizione delle dimensioni del cam-
pione e la veri3ca della sua rappresentatività; valorizzano lo studio preparato-
rio di data screening ritenendolo fondamentale per interpretare i risultati e ri-
petere le analisi in caso di errore durante l’analisi; inducono a pensare ai mo-
delli ottenuti come strettamente collegati da un lato alle teorie e ipotesi di par-
tenza, dall’altro al contesto pratico di applicazione dei risultati. 

Le varie fasi della ricerca legate in un percorso ordinato e lineare e i principi
delle linee guida sono schemi generali che vanno adattati alle diverse tecni -
che; proprio per la loro linearità ci danno la possibilità di guardare ai fenomeni
in maniera strutturata, ripercorrere le analisi alla luce dei risultati e anche trova-
re,  sorprendentemente in uno scenario così  regolato,  soluzioni  innovative e
creative. 
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Fasi di preparazione

FASI DI LAVORO LINEE GUIDA 

Stage 1: De�ne the Research Problem, 

Objectives, and Multivariate Technique 

to Be Used 

Ogni processo di analisi comincia con 
la de3nizione degli obiettivi di ricerca e 
di un modello concettuale da studiare 
per cercare relazioni di dipendenza o si-
milarità fra variabili. De3nito il quadro 
teorico, gli obiettivi e il tipo di variabili, 
si hanno gli elementi suf3cienti per sele-
zionare la tecnica multivariata da usare. 

Strive for Model Parsimony 

Il modello concettuale sul quale si pog-
gia l’indagine deve essere ben chiaro ai
ricercatori, rimane la struttura portante 
dell’intero processo di analisi. Fissare i 
tratti rilevanti del modello teorico di 
partenza permette di non trascurare va-
riabili rilevanti, di introdurre solo quelle 
non superNue e di evitare/spiegare fe-
nomeni di multicollinearità. 

Stage 2: Develop the Analysis Plan 

Come de3nire il campione? Come ge-
stire le variabili? (e si può aggiungere: 
come raccogliere i dati? Con quali stru-
menti?) 
Questi i quesiti a cui rispondere nella 
fase di sviluppo del piano di analisi. 

Recognize That Sample Size Affects All 

Results 

Campioni troppo piccoli possono impe-
dire di ottenere risultati accettabili, tal-
volta anche perché la rispondenza fra 
dati e relazioni potrebbe risultare ec-
cessivamente positiva. Lo stesso accade
per campioni troppo numerosi. Di pari 
numerosità devono essere gruppi di 
controllo e sperimentali negli studi spe-
rimentali. 

Stage 3: Evaluate the Assumptions Un-

derlying the Multivariate Technique 

La fase ha a che vedere con l’analisi uni-
variata e bivariata delle variabili, lo stu-
dio di outlier e missing data, le correla-
zioni, l’assunzione di normalità, e altre 
procedure che ci permettono di capire 
se i dati raccolti sono in grado di rap-
presentare relazioni multivariate. 

Know Your Data

La conoscenza dei dati nel dettaglio, a 
partire dai processi di data screening, è 
un’operazione centrale per poter inter-
pretare i risultati anche secondo schemi
inaspettati ma coerenti con gli eventi 
osservati. 

Tabella 2.2 - Fasi di preparazione e linee guida in un approccio 
model-building di analisi multivariata (Hair et al., 2014, pp. 21-24, 
nostra rielaborazione).
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Fasi di costruzione e validazione

FASI DI LAVORO LINEE GUIDA 

Stage 4: Estimate the Multivariate Model and 

Assess Overall Model Fit 

Stimato il modello, si veri3ca dunque che 
esso risponda ai criteri di signi3catività stati-
stica e pratica e alle relazioni proposte. 
Se ci si imbatte in soluzioni non adeguate in 
questa fase, è necessario ricominciare l’anali-
si: si tratta di un processo da reiterare 3no a 
quando non si de3nisce un modello che si 
adegui ai dati in maniera ottimale. 

Establish Practical Signi�cance as Well as Sta-

tistical Signi�cance 

La veri3ca della signi3catività statistica va ac-
compagnata dal controllo dell’aderenza dei 
risultati di analisi e dei modelli predittivi con 
gli aspetti concreti dei fenomeni osservati. 
Oltre a chiedersi: “Sono effetti legati al 
caso?”, bisogna domandarsi: “Sono utili?” 

(si veda per questa fase anche il principio 
successivo)

Stage 5: Interpret the Variate(s) 

Il ricercatore interpreta le combinazione li-
neari delle variabili in base ai pesi attribuiti. 
Anche in questo processo potrebbero pre-
sentarsi formulazioni non adeguate tanto da 
richiedere un riadattamento del modello in-
dividuato in un ciclo iterattivo. 

Look at Your Errors 

In un’analisi multivariata quasi sempre è ne-
cessario ripetere le procedure di analisi per 
arrivare a risultati convincenti, a modelli pre-
dittivi funzionali. Le procedure messe in atto,
seppur non de3nitive e fallaci, sono centrali 
per identi3care gli errori e condurre a formu-
lazioni di modelli più coerenti e validi. 

Stage 6: Validate the Multivariate Model 

Tecniche di validazione per veri3care il livel-
lo di generalizzabilità del modello, come il 
bootstrapping, vanno messe in campo prima
della de3nitiva accettazione dei risultati. 

Validate Your Results

Poiché nelle analisi statistiche ci si pone nella
maggior parte dei casi lo scopo di generaliz-
zare i risultati ottenuti da un campione 
all’intera popolazione, nelle fasi di lavoro 
vanno inclusi quei meccanismi di validazione
che ci permettono di dire se il campione è 
rappresentativo della popolazione e se i ri-
sultati sono accettabili al di là dall’errore 
campionario. 

Tabella 2.3 - Fasi di costruzione/validazione e linee guida in un 
approccio model-building di analisi multivariata (Hair et al., 2014, 
pp. 21-24, nostra rielaborazione).

2.5 - Breve introduzione ai metodi 

Le tecniche di analisi multivariata, in continuo aumento, comprendono pro-
cedure di calcolo ma anche restituzioni gra3che di 3gure e tabelle. La tecnica
della regressione multivariata, ad esempio, ci restituisce formule e indicatori
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che ci permettono di validare il modello che stiamo studiando. Al contrario, nel
multidimensional scaling si producono gra3ci anche a più dimensioni. 

Mentre cominciamo a familiarizzare con i nomi delle tecniche che descrivia-
mo nel  volume, proponiamo due classi3cazioni  pur partendo dalla certezza
che le distinzioni non sono così radicali e che adeguate trasformazioni di varia-
bili, campionamenti ben fatti, veri3che di ipotesi e signi3catività possono per-
metterci di utilizzare schemi alternativi di analisi. 

Nella prima classi3cazione (Bartholomew et al., 2008) distinguiamo metodi
descrittivi e  inferenziali riproponendo la già segnalata distinzione fra statistica
descrittiva e inferenziale. 

I metodi che appartengono al primo gruppo hanno lo scopo di descrivere
ed esplorare i dati sintetizzando le variabili osservate per rendere la descrizio-
ne del dataset più agevole. Appartengono a questa categoria, ad es. le tecni-
che della cluster analysis o del multidimensional scaling. Se siamo in grado di
determinare il processo latente che ha generato i dati e di conseguenza siamo
in grado di generalizzare i risultati ottenuti da un campione alla popolazione,
staremo  lavorando  con  tecniche  inferenziali  come  la  regressione  lineare  o
l’analisi fattoriale. 

La seconda classi3cazione (Hair et al., 2014) differenzia tecniche di  dipen-

denza e interdipendenza. 

Le prime sono quelle in cui possiamo identi3care variabili dipendenti e indi-
pendenti. Sono le tecniche in cui cerchiamo di identi3care quelle relazioni fra
le variabili che ci permettono di predire il comportamento di una variabile indi-
pendente  y,  noti  i  predittori  xi. Nel secondo gruppo di tecniche, le variabili
sono trattate insieme per de3nire la struttura latente sottesa all’intero gruppo
di eventi osservati. 

Per scegliere la tecnica da usare fra quelle di dipendenza bisogna guardare
al numero e al tipo di variabili del dataset. Se, ad es., abbiamo un’unica variabi-
le dipendente quantitativa useremo la tecnica della regressione multivariata.
Se la variabile è di natura qualitativa, sceglieremo la regressione logistica. 

Una presentazione sintetica delle tecniche descritte nel volume è nelle Ta-
belle 2.4 e 2.5 dove per ciascuno dei metodi, insieme a una descrizione e a
una speci3cazione della tipologia di variabili principalmente utilizzata, viene ri-
portato un esempio di indagini da realizzare attraverso la tecnica in questione.

Ciascuna tecnica (esclusa l’analisi della varianza multivariata) verrà ripresa e
spiegata nei prossimi capitoli con descrizioni dei metodi e casi di studio. 
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Tecniche di interdipendenza

Nome Descrizione Esempio

Analisi Fattoriale 

Esplorativa 
(inferenziale; variabili 
quantitative)

Consente di concentrare le va-
riabili del dataset in un nume-
ro minore di fattori analizzabili
con una perdita minima di in-
formazioni  per  identi3care  la
struttura latente ai dati

Riunire gli item di una scala sulla
self-regulation (variabili) in grup-
pi in modo che le relazioni fra i
gruppi  possano  restituire  infor-
mazioni di più ampio respiro sul
fenomeno indagato

Analisi delle 

Corrispondenze 

(descrittiva; variabili 
qualitative) 

È una tecnica di analisi gra3ca
che  a  partire  dalle  tabelle  di
contingenza  mostra  in  una
mappa bi-  o tri-  dimensionale
l’interdipendenza fra gli ogget-
ti  analizzati  per  riassumere  le
osservazioni in pochi indici nu-
merici rappresentativi 

Visualizzare gra3camente la rela-
zione fra scelta di un servizio in
un  centro  diurno  e  caratteristi-
che degli utenti del campione

Cluster analysis 

(descrittiva; variabili 
quantitative) 

Ha lo scopo di raggruppare le
unità statistiche in gruppi simili
a  partire  dalle  caratteristiche
che le accomunano 

Creare dei gruppi omogenei di
studenti di un istituto per reddi-
to, età e voti

Multidimensional 

Scaling 

(descrittiva; variabili 
quantitative e 
qualitative) 

Restituisce  una  rappresenta-
zione gra3ca in uno spazio a n
dimensioni  delle  distanze  fra
gli oggetti dell’analisi 

Visualizzare  gra3camente  la  di-
stribuzione  degli  utenti  di  un
centro  diurno  a  partire  dalle  n
caratteristiche dei servizi offerti 

Tabella 2.4 - Principali caratteristiche delle tecniche di 
interdipendenza di analisi multivariata.

Esula dall’elenco nelle tabelle, l’Item Analysis con i due approcci della Clas-
sical Test Theory e dell’Item Response Theory (caso speci3co di analisi fattoria-
le per variabili binomiali). Usata in ambito educativo prevalentemente per que-
stioni di natura docimologica verrà presentata nel capitolo 8. 

Per approfondire le procedure e le caratteristiche di ciascuna tecnica sono
stati centrali i tre manuali di analisi multivariata di David J. Bartholomew e col-
leghi  (2008),  Joseph  F.  Hair  e  colleghi  (2014),  Antonio  de  Lillo  e  colleghi
(2007). 

Gli esempi applicativi presenti in ciascun capitolo sono stati realizzati usan-
do il software open source di analisi dati R e analizzano dataset reali e raccolti
nei progetti e nelle attività di formazione realizzate all’interno del Centro Intera-
teneo Edunova dell’Università degli studi di Modena e Reggio Emilia. 
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Tecniche di dipendenza

Nome Descrizione Esempio

Regressione lineare multi-

variata (inferenziale; una 
variabile dipendente 
quantitativa, variabili indi-
pendenti qualitative e 
quantitative)

Viene utilizzata per predi-
re il comportamento della
variabile dipendente una 
volta che sia nota la rela-
zione lineare che lega 
questa alle variabili indi-
pendenti

Stimare il voto in un esa-
me degli studenti in un 
corso essendo noti: età, 
genere, percentuale di 
partecipazione alle lezio-
ni, motivazione, media 
delle prove di valutazione 
intermedia

Regressione Logistica (in-
ferenziale; una variabile 
dipendente qualitativa, 
variabili indipendenti qua-
litative e quantitative)

Analoga alla precedente, 
differisce per la tipologia 
di variabile dipendente

Stimare il successo/ insuc-
cesso in un esame degli 
studenti di un corso es-
sendo noti: età, genere, 
percentuale di partecipa-
zione alle lezioni, motiva-
zione, media delle prove 
di valutazione intermedia

Analisi della varianza mul-

tivariata (inferenziale; più 
variabili indipendenti qua-
litative e due o più varia-
bili dipendenti quantitati-
ve)

È una tecnica che permet-
te, in studi sperimentali, di
determinare la signi3cati-
vità delle variazioni in una 
variabile a partire dal con-
fronto con le varianze del-
le altre variabili del data-
set 

Creati un gruppo speri-
mentale e uno di control-
lo, veri3care che la diffe-
renza nei punteggi otte-
nuti in un test sia determi-
nata dalla modalità di ero-
gazione del corso (pre-
senza/blended) prese in 
considerazione altre varia-
bili come il genere o il li-
vello di gradimento della 
disciplina

Tabella 2.5 - Principali caratteristiche delle tecniche di dipendenza 
di analisi multivariata.

Per ciascuna tecnica, casi ed esempi sui temi più diversi nell’ambito della ri-
cerca educativa (formazione dei docenti, disabilità, qualità degli atenei, scale
di valutazione dell’apprendimento, cittadinanza digitale, NEET generation, for-
mazione permanente per adulti e anziani e così via) sono stati individuati nella
letteratura più recente e maggiormente citata su Scopus nell’ultimo decennio
in riviste peer-reviewed del settore Education in lingua inglese.
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CAPITOLO 3

TECNICHE DI RIDUZIONE 

DELLA DIMENSIONALITÀ: 

ANALISI DELLE COMPONENTI PRINCIPALI,

ANALISI FATTORIALE ESPLORATIVA 

E ANALISI DELLE CORRISPONDENZE

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· definire le finalità d’uso dei metodi di riduzione della dimensionalità;

· descrivere le caratteristiche di alcune delle tecniche di riduzione dati: 

analisi fattoriale esplorativa, analisi delle componenti principali, analisi 

delle corrispondenze;

· illustrare esempi di ricerca educativa nei quali sono state usate tecniche 

di riduzione della dimensionalità.

3.1 - Tecniche di riduzione dei dati

Avviamo in questo capitolo la descrizione delle tecniche di analisi multiva-

riata il cui scopo è quello di combinare le variabili misurate in un numero ridot-

to di fattori o componenti che rappresentano in maniera più immediata, a volte

anche meno completa, i dataset da cui sono stati tratti. 

Queste tecniche sempli1cano le procedure di analisi e di interpretazione dei

dati riducendo e riassumendo le variabili con una perdita minima di informa-

zioni. Esse conducono alla de1nizione di modelli che ci restituiscono la struttu-

ra latente alla base delle osservazioni reali effettuate e misurate da variabili ma-

nifeste. Questi modelli sono più apprezzati quando sono costruiti partendo da

un numero limitato di variabili, rispettando il principio di parsimonia o del raso-

io di  Occam. Più “eleganti”,  ed anche più ef1caci, in ambito statistico sono



50  - Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

quelle procedure che riescono a individuare strutture e relazioni utilizzando un

minor numero di variabili. 

Le tecniche di riduzione dei dati lavorano sulle dimensioni dello spazio geo-

metrico in cui sono collocate le osservazioni. Nell’ambito geometrico, le unità

statistiche sono visualizzabili come punti in uno spazio multidimensionale, spa-

zio che senza una profonda conoscenza matematica dif1cilmente può essere

percepito e visualizzato da chi, come noi, si ferma a una realtà in tre dimensio-

ni. Ridurre le variabili in uno studio signi1ca ridurre le dimensioni dello spazio

multidimensionale. Riuscire dall’analisi a riassumere in due o tre fattori la varia-

bilità dell’intero dataset signi1ca sempli1care in due/tre dimensioni i  sistemi

con cui abbiamo a che fare rendendoli visibili in uno spazio bi- o tri- dimensio-

nale di più facile lettura. È questa una risposta a quella che viene de1nita la ma-

ledizione della dimensionalità, ossia la situazione in cui la presenza di troppe

variabili, e cioè troppe caratteristiche delle osservazioni che abbiamo in analisi,

rende ingestibile applicazioni di metodi, procedure di calcolo e interpretazio-

ne dei fenomeni. 

Si tratta certamente di operazioni complesse da un punto di vista del calco-

lo. Per i più esperti i calcoli algebrici sono di grande aiuto nelle procedure;

provvidenziale per tutti è il contributo dei software di analisi dati. 

Scegliamo di  partire  nella  descrizione delle tecniche proprio con questo

gruppo di metodi perché la selezione delle variabili è una annosa questione

con cui ci si confronta immediatamente quando si lavora nell’ambito dell’anali-

si multivariata. Molto spesso la riduzione della dimensionalità non è il punto

d’arrivo delle analisi ma una fase propedeutica all’uso di altre tecniche multiva-

riate. Potrebbe essere infatti necessario applicare tecniche di data summariza-

tion su  un dataset  con un alto numero di  variabili  prima di  processarlo ad

esempio attraverso tecniche di regressione o cluster analysis, metodi che af-

fronteremo nei prossimi capitoli. 

Procedure di riduzione della dimensionalità investono anche la ricerca edu-

cativa. Un caso particolarmente frequente in cui vengono usate è quello della

costruzione e analisi psicometrica di scale e questionari nei quali ciascun item è

considerato una variabile e l’analisi dei dati raccolti richiede una riduzione a

poche dimensioni per una lettura più rapida dei risultati oppure per identi1ca-

re quelle relazioni fra fenomeni indagati attraverso le domande che una restitu-

zione meno approfondita (ad es. fatta di sole percentuali in riferimento alle op-

zioni di risposta) non ci avrebbe permesso di ottenere. 
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Descriviamo in questo capitolo tre tecniche: l’analisi delle componenti prin-

cipali (PCA), l’analisi fattoriale esplorativa (EFA) e l’analisi delle corrispondenze

(semplici, CORA, e multiple, MCA). Si preferisce inserire la tecnica del multidi-

mensional scaling, seppur classi1cabile come tecnica di riduzione dimensiona-

le, dopo aver introdotto la cluster analysis per le sue implicazioni come suppor-

to alle tecniche di classi1cazione.

Per scegliere fra le tecniche di riduzione quella più adatta alle nostre neces-

sità, dobbiamo rispondere nella fase iniziale di ogni studio ad alcune doman-

de: le variabili del dataset sono metriche o categoriali? La ricerca serve priori-

tariamente per identi1care e generalizzare strutture latenti nei dataset oppure

ha solo scopo descrittivo? Sarebbe più opportuno visualizzare i risultati in for-

ma gra1ca? 

L’analisi delle componenti principali è una tecnica di estrazione delle varia-

bili che viene usata anche come parte dell’analisi fattoriale. In essa un numero

minimo di variabili, dette componenti, è selezionato per rappresentare la mas-

sima porzione della varianza del dataset. Si tratta di una tecnica descrittiva nel-

la quale le componenti principali sono combinazioni lineari delle altre variabili

(metriche). 

L’EFA è una tecnica applicata principalmente a variabili quantitative che si

fonda sull’ipotesi che le variabili originali possano essere modellate come com-

binazione lineare di un insieme ridotto di variabili non osservabili chiamate fat-

tori e identi1cati come dimensioni di strutture latenti dei fenomeni osservati. Si

tratta di una tecnica inferenziale nella quale sono presenti assunti, test di bontà

del 1t, signi1catività statistica, precisione delle stime. 

L’analisi delle corrispondenze (semplici e multiple) è una tecnica di riduzio-

ne delle dimensioni per variabili categoriali nella quale le modalità assunte dal-

le variabili rivestono un ruolo centrale nella de1nizione di un ristretto numero

di dimensioni e nella creazione di una rappresentazione gra1ca in grado di rile-

vare le distanze che intercorrono fra le modalità. È una tecnica esplorativa e di

carattere descrittivo che utilizza il  c2 (si legge chi quadro) nel calcolo delle di-

stanze e degli indici principali. 

3.2 - Analisi delle componenti principali 

L’analisi delle componenti principali (Principal Component Analysis, PCA) è,

come abbiamo anticipato, una tecnica di estrazione dei dati e riduzione della



52  - Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

dimensionalità che viene a volte utilizzata come unica tecnica di analisi in uno

studio, altre all’interno di un’analisi  fattoriale per l’estrazione dei fattori,  altre

ancora come primo passo in una ricerca più complessa dove, dopo la riduzio-

ne delle dimensioni,  vengono applicati  altri  metodi  speci1ci  per rispondere

agli obiettivi dell’indagine. 

Differentemente dall’analisi fattoriale, la PCA è una tecnica descrittiva, senza

intenti di generalizzazione. Si accomuna invece all’EFA, poiché lavora su varia-

bili quantitative. Useremo la PCA, ad esempio, per sintetizzare con pochi ele-

menti i voti conseguiti in tutti gli esami di un determinato corso di laurea da

parte di un gruppo di studenti. 

Lo scopo principale della PCA è sostituire n variabili correlate fra loro (esem-

pio: i voti degli esami) con un numero inferiore di variabili, de1nite componen-

ti, fra loro non correlate. La condizione per effettuare questo scambio è quella

di conservare la più alta percentuale possibile di informazioni sull’andamento

delle distribuzioni osservate. In pratica informazioni sulla loro variabilità o in

maniera ancora più concreta sulla varianza delle variabili, misura che assume

un ruolo centrale in queste tecniche e ci dice come sono distribuite le osserva-

zioni e come variano rispetto alla media. Per raggiungere questo obiettivo si la-

vora su una trasformazione dello spazio dimensionale per ridurre la varianza di

alcune variabili estraendo dall’analisi soltanto delle componenti che sono di-

mensioni reali (non ipotetiche e stimate come nell’EFA) e, nella pratica, combi-

nazioni lineari delle variabili dello studio. 

Come si  procede nell’analisi  concretamente? I  seguenti  step spiegano le

procedure solo accennate 1nora: 

1. veri1chiamo che le variabili siano in relazione fra di loro;

2. determiniamo le componenti effettuando una rotazione nello spazio di-

mensionale;

3. scegliamo un numero ridotto di componenti da conservare nell’analisi;

4. veri1chiamo la relazione esistente fra le variabili iniziali dello studio e le 

componenti ottenute. 

La prima azione da compiere per applicare la PCA quindi è veri1care la rela-

zione fra le variabili iniziali. L’operazione viene compiuta attraverso la determi-

nazione della matrice di covarianza nella quale la presenza di alti valori indica

che le variabili  variano insieme e dunque sono in una qualche relazione fra



CAPITOLO 3: Tecniche di riduzione della dimensionalità  -  53

loro. Tuttavia, af1nché la differenza di scale nella covarianza non incida sui ri-

sultati è preferibile sostituire, come nella pratica accade quasi sempre, la matri-

ce di covarianza con la matrice di correlazione. Alte correlazioni fra le variabili

ci dicono che fra di esse esistono delle relazioni. 

Ciò fatto, potremo passare quindi alla seconda fase per determinare le com-

binazioni lineari fra le variabili che identi1cano le componenti. Avremo tante

componenti quante sono le variabili e potremo osservare che la somma della

varianza calcolata per le variabili originali misurate è pari alla somma della va-

rianza calcolata per le componenti. Le informazioni sulla varianza delle variabili,

cioè sulla variabilità, non si perdono ma sono ricombinate nella varianza delle

componenti. Quando le variabili originali sono standardizzate, la varianza per

ogni variabile è pari a 1 e di conseguenza la somma delle varianze corrisponde

al numero di variabili dello studio, tutte contribuiscono con uno stesso peso

sulla varianza totale. 

Ma come si trovano le componenti ossia le combinazioni lineari delle varia-

bili osservate? In estrema sintesi bisogna trovare i valori da attribuire ai coef1-

cienti app per ottenere le Yp dalle seguenti relazioni: 

(3.1) 
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.. .
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dove con xp indichiamo le variabili osservate, Yp le componenti da de1nire,

app i pesi che de1niscono quanto ogni singola variabile contribuisce a determi-

nare ciascuna componente. 

Queste espressioni sono il risultato della trasformazione nello spazio dimen-

sionale a cui abbiamo accennato 1nora e che può essere spiegata facilmente in

un piano considerando un dataset composto solo due variabili di partenza (re-

stiamo nell’esempio dei voti considerando solo due esami). 

Poniamo che le variabili (i risultati dei due esami) abbiano un’alta correlazio-

ne fra di loro (0,81 nel caso in Figura 3.1). In tal caso, le osservazioni saranno

disposte all’incirca lungo una retta nel piano cartesiano. Per riuscire a lavorare

sulle stesse osservazioni, riducendo le dimensioni (e dunque il numero delle
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variabili) si possono ruotare gli assi nel piano in modo che la varianza di una

delle due variabili sia minimizzata e tutta la varianza da studiare appartenga a

un’unica variabile. In Figura 3.1 gli assi rotati sono indicati con la linea tratteg-

giata e le maiuscole X e Y. Con d indichiamo la distanza dei punti dall’asse X,

distanza che è inferiore a quella dello stesso punto dall’asse x. Nel nuovo siste-

ma di assi XY, la distanza rispetto all’asse X è minimizzata; più elevata è invece

la distanza dei punti dall’asse Y. La varianza della dimensione Y (Exam 1) è ri-

dotta mentre è aumentata quella della dimensione X. Le coordinate in cui sono

espressi i punti nel nuovo sistema di riferimento sono combinazioni lineari del-

le  precedenti  espresse  nel  sistema  xy e  la  varianza  della  variabile  indicata

come Exam 2 ha un peso maggiore ai 1ni del calcolo. 

Come detto già, nella trasformazione non si perde la varianza delle variabili

che resta espressa dalla varianza delle componenti. 

Con l’uso di questa tecnica assumiamo che la varianza speci1ca di ciascuna

variabile (ossia la varianza determinata per lo più da errori di misura) non in-

Guenzi la variabilità osservata che consideriamo come varianza totale e che cor-

risponde alla variazione derivante dal legame di ciascuna variabile con la com-

ponente latente.

Figura 3.1 - Rotazione degli assi cartesiani e riduzione della varianza 

nella PCA. 



CAPITOLO 3: Tecniche di riduzione della dimensionalità  -  55

Se la rotazione degli assi risulta semplice in uno spazio a due dimensioni

con due sole variabili, trovare il modo in cui ruotare uno spazio a più dimensio-

ni, e di conseguenza trovare i valori delle app in base ai quali scrivere la combi-

nazione lineare che ci permette di individuare le componenti principali, può

essere dif1cile e laborioso. È necessario utilizzare l’algebra lineare attraverso

cui calcolare autovalori e autovettori della matrice di correlazione o di cova-

rianza (per ripassare gli  argomenti relativi ad autovalori  e autovettori  di  una

matrice quadrata può essere utile consultare “Algebra Lineare” di Marco Aba-

te, 2000). 

Nel  calcolo di  autovalori  e autovettori  impostiamo alcune condizioni  che

permettono di scegliere le app ossia: 

● la varianza totale delle Yp è pari alla varianza totale delle xp;

● la somma delle app per ciascuna componente/variabile deve essere pari a

1;

● la prima e la seconda componente sono ortogonali (e quindi non correla-

te fra loro). 

Gli autovalori sono la varianza delle componenti  Yp. La prima componente

ha varianza più alta della seconda e così via a cascata. Spesso la prima compo-

nente raccoglie la varianza di un numero maggiore di variabili e quindi spiega

la maggior parte della varianza del dataset. 

I valori delle app rappresentano la correlazione fra variabili originali e compo-

nenti. Questi valori ci aiutano a capire quante e quali variabili inGuenzano mag-

giormente una componente. 

Per capire come i meccanismi visti 1nora si applicano nella pratica, prendia-

mo in analisi ancora l’esempio del dataset composto dai voti di un gruppo di

studenti  universitari  considerando questa volta sei  esami sostenuti.  Il  nostro

scopo è di sintetizzare le informazioni sui sei esami in un numero inferiore di di-

mensioni. Veri1cata la correlazione, applichiamo il metodo della PCA, opera-

zione che nei software di analisi statistica si riassume nella scrittura di poche

funzioni (per nostra fortuna!).  In R,  ad esempio,  è suf1ciente la funzione di

base prcomp (libreria stats). I risultati visualizzati con la funzione summary ap-

paiono come nella Figura 3.2. 
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Figura 3.2 – Risultati di una PCA realizzata su un dataset con sei 

variabili (esami). L’analisi dati è stata realizzata in R con la funzione di

base prcomp (libreria stats) e visualizzata con la funzione 

summary. Nelle righe troviamo deviazione standard, varianza e 

varianza cumulata per le sei componenti (colonne).

Osserviamo che 6 variabili ci hanno portato alla de1nizione di 6 componenti

nelle colonne indicata come PC1, PC2, … , PC6. La prima riga ci restituisce la

deviazione standard delle componenti. La seconda la proporzione di varianza

ossia il rapporto fra la varianza della componente principale (che ricordiamo

essere il quadrato della deviazione standard della riga precedente) e la somma

delle varianze delle 6 componenti ottenute. In terza riga vediamo poi la pro-

porzione di varianza cumulata ossia la somma della proporzione di varianza

per componenti successive. 

Usando l’esempio siamo giunti quindi alla terza e alla quarta fase di lavoro

nella PCA: (3) scegliere un numero ridotto di componenti e (4) veri1care la re-

lazione esistente fra le variabili iniziali dello studio e le componenti ottenute. 

Dal summary in Figura 3.2, capiamo che la prima componente PC1 spiega il

51,92% della varianza del dataset; la PC2 solo il 16,57%; la terza PC3 il 9,99% e

così via. Come detto, il valore della varianza diminuisce andando avanti con le

componenti. La proporzione cumulata ci dice che se decidessimo di tenere in

considerazione solo le prime due componenti, spiegheremmo il 68,49% (ossia

sommando i valori della riga precedente: 51,92% + 16,57%) della varianza del-

le  variabili;  aggiungendo una  terza,  raggiungiamo il  78,48%  della  varianza

spiegata (51,92% + 16,57% + 9,99%). 

Considerare la proporzione cumulata di varianza è uno dei metodi per de1-

nire il numero di variabili a cui fermarsi. Ovviamente af1nché la procedura ab-

bia senso, non possiamo considerare nell’analisi tutte le componenti estratte.

Sarebbe sciocco applicare una trasformazione su un dataset di 6 variabili come

in questo caso per ottenere 6 componenti. Sarà necessario invece de1nire un

numero di componenti principali (da cui il nome della tecnica) da considerare
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come de1nitive e rappresentative dell’intero dataset sacri1cando il minor nu-

mero di informazioni. 

Oltre alla proporzione cumulata della varianza, possono essere usati metodi

comuni anche all’analisi fattoriale per de1nire il numero di componenti a cui

fermarsi. Uno di questi prevede che si considerino principali solo le compo-

nenti che hanno come autovalore un numero superiore a 1 (Kaiser-Guttman

rule) af1nché spieghi il signi1cato di almeno una variabile originale. Altro meto-

do è quello della lettura di uno scree test (Figura 3.3), nel quale vengono plot-

tati le componenti con gli autovalori. Nella visualizzazione gra1ca si identi1ca il

punto in cui gli autovalori cominciano ad assumere valori simili fra loro e la ret-

ta disegnata (in blu) assume un andamento lineare poiché la varianza singola

comincia a dominare la struttura della varianza comune. Le componenti che

spesso vengono considerate sono quelle antecedenti  al  punto di variazione

dell’andamento della retta o a quello immediatamente successivo (Es. due o

tre in Figura 3.3). 

Figura 3.3 - Esempio di scree test. Nella 1gura in blu è 

rappresentato lo scree plot reale, in rosso quello stimato. Soltanto 

un fattore ha autovalore superiore a 1. A partire dal fattore 3, gli 

autovalori cominciano ad assumere un valore simile. Il gra1co è 

stato realizzato in R con la funzione fa.parallel (libreria psych).
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Bisogna decidere in questa fase quindi se “accontentarsi”  di  rilevare una

percentuale di  varianza cumulata  più bassa e  avere un numero inferiore di

componenti ma meglio visualizzabili o se introdurre più componenti e aumen-

tare la varianza spiegata, complicando inevitabilmente l’analisi. 

Ricordiamo che se si riesce a restare nel numero di due o tre componenti,

sarà possibile visualizzare in un piano bi- o tri- dimensionale i dati e sappiamo

che la visualizzazione aggiunge sempre molte informazioni in un’analisi. 

Nella Figura 3.4, vediamo un plot di sintesi della PCA dove sulle ascisse c’è

la PC1, sulle ordinate la PC2 le coordinate sono calcolate applicando le equa-

zioni 3.1, essendo noti le app e le xi). Si tratta della distribuzione delle osserva-

zioni nelle due dimensioni in uno spazio bi-dimensionale. Le frecce rosse che

vengono riportate nel piano usando come coordinate rispettivamente la corre-

lazione della variabile xp con le componenti PC1 e PC2 (Figura 3.5), indicano la

quantità e la direzione in cui ciascuna variabile contribuisce a de1nire le com-

ponenti. Il gra1co e le coordinate (coef1cienti di correlazione ossia le app) ci for-

niscono le informazioni sulla relazione esistente fra variabili originali e le com-

ponenti calcolate.

Figura 3.4 - Plot delle componenti PC1 e PC2. La PC1 spiega il 

51,92% della varianza del dataset; la PC2 il 16,57%. Le frecce rosse 

corrispondenti a ciascuna variabile indicano la quantità e la direzione

in cui ciascuna variabile contribuisce a de1nire le componenti. 
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Figura 3.5 - Matrice di correlazione fra variabili osservate e componenti.

3.3 - Analisi fattoriale esplorativa 

L’analisi  fattoriale appartiene al gruppo delle tecniche di interdipendenza

che non hanno lo scopo di predire il comportamento di una variabile dipen-

dente ma di spiegare la struttura latente e le relazioni esistenti tra le variabili

osservate, massimizzando le informazioni che i dati raccolti possono fornire. 

È  uno  dei  latent  variable  methods più  consolidati  e  utilizzati  e  si  fonda

sull’idea che p variabili misurate siano una manifestazione di uno o più fenome-

ni latenti, non osservabili e misurabili direttamente. Ciascuna variabile del data-

set è il risultato dell’azione di più fattori. Le modalità e la variabilità delle varia-

bili osservate sono gli elementi da cui partire per individuare i fattori latenti in

grado di descrivere i fenomeni in maniera più signi1cativa. L’obiettivo che ci

poniamo è quello di individuare un numero di fattori inferiore al numero delle

variabili osservate per delineare un modello, cioè una struttura latente genera-

lizzabile anche ad altri campioni. 

L’analisi  delle  correlazioni  anticipa  l’applicazione  della  tecnica:  affermare

che le variabili originali sono correlate fra loro signi1ca dire in questa tecnica

che esse sono connesse a uno stesso fattore latente. Quindi la varianza di ogni

singola variabile è in parte giusti1cata dal rapporto che la lega al fattore comu-

ne (comune non perché generico ma perché correlato a più variabili), in parte

alla distribuzione stessa delle osservazioni. Partiamo da un alto numero di va-

riabili correlate fra loro per arrivare, al termine dell’analisi, a un numero ridotto

di fattori non correlati: le variabili osservate sono correlate perché collegate a

uno stesso fattore; i fattori individuati non sono correlati fra loro perché espres-

sione di dimensioni latenti diverse. 

Un  esempio  molto  frequente  utilizzato  per  far  comprendere  lo  scopo

dell’analisi fattoriale (e in genere le strutture latenti) è il costrutto dell’intelligen-

za. L’intelligenza è un costrutto non misurabile e osservabile di per sé ma rile-

vabile da comportamenti e prestazioni di un individuo. Le domande di un que-
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stionario piuttosto che i punteggi in una serie di prove di valutazione possono

rivelare alcuni tratti dell’intelligenza. La correlazione fra le variabili utilizzate per

misurare e rilevare questi aspetti ci dice che tutte sono legate a un elemento

che misurabile in toto non è: l’intelligenza appunto. 

Possiamo considerare lineare la relazione che esiste fra le variabili manifeste

e quelle latenti. Questo approccio propone i meccanismi di predizione (e dun-

que di regressione come vedremo nel capitolo successivo) fra variabile laten-

te/dipendente e manifeste/indipendenti: possiamo conoscere la variabile la-

tente solo indirettamente e a partire dalle modalità assunte dalle variabili mani-

feste. 

Nell’analisi fattoriale assumiamo che le variabili latenti da cercare siano me-

triche; esistono altri latent variable methods nei quali variano la tipologia delle

variabili manifeste e osservate (es. variabili categoriali). 

La tipologia di analisi fattoriale che prendiamo in considerazione nella no-

stra  discussione  è  quella  de1nita  esplorativa (Exploratory  Factorial  Analysis,

EFA) che utilizza meccanismi di data summarization e che, da quanto abbiamo

detto 1nora, si basa su dati reali raccolti per trovare fattori latenti a cui attribui-

re un signi1cato. L’altra tipologia molto nota di analisi fattoriale è quella confer-

mativa: questa tecnica di analisi utilizza i dati raccolti per testare teorie, ricerche

e ipotesi sul modo in cui variabili osservate possono essere raccolte per spie-

gare una certa struttura alla base di un fenomeno in un dataset. 

L’EFA più frequentemente usata è la R-type factor analysis nella quale, così

come discusso 1nora, il lavoro di riduzione è condotto sulle variabili. Più rara-

mente si usa la Q-type factor analysis dove il metodo di riduzione è applicato

sulle osservazioni per suddividere queste ultime in gruppi simili. Poiché risulta

essere un metodo laborioso, per raggiungere gli stessi scopi se ne preferisco-

no altri come la cluster analysis (capitolo 6). Diversamente da quest’ultima che

per la creazione dei cluster utilizza la distanza fra le osservazioni, la Q-type fac-

tor analysis lavora sull’intercorrelazione fra le unità statistiche.

Elencate le 1nalità della tecnica, descriviamo quindi la sua procedura di ap-

plicazione. 

Innanzitutto serve partire dalla veri1ca di assunti concettuali e statistici: 

● da un punto di vista teorico, il ricercatore deve ipotizzare che esista una 

struttura latente fra le variabili. I calcoli nell’analisi di per sé non possono 

garantire che la riduzione o la sintesi delle variabili abbia senso in assolu-

to;
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● le variabili devono riguardare uno stesso nucleo concettuale, elemento 

che giusti1ca l’esistenza di fattori latenti in comune fra di esse. Inoltre, il 

numero di variabili (metriche) deve all’incirca essere il quintuplo dei fatto-

ri individuati;

● le deviazioni dalla normalità, dall’omoschedasticità e dalla linearità pos-

sono diminuire le correlazioni tra le variabili. Testare la normalità è fonda-

mentale per veri1care la signi1catività dei fattori;

● il campione deve essere omogeneo, non devono esserci differenze fra le 

osservazioni che possano invalidare o “nascondere” la struttura dei dati 

osservati. Esso deve essere suf1cientemente numeroso: anche se ci sono 

indicazioni di diversa natura, in genere è suggerito di disporre di un cam-

pione fatto da più di 50-100 osservazioni, almeno con 5-20 unità statisti-

che per ogni variabile. 

Poniamo quindi di trovarci nel caso in cui, soddisfacendo gli assunti appena

elencati, un analista debba analizzare i risultati di un’indagine composta da ol-

tre 40 item somministrata ai dirigenti delle scuole di primo e secondo grado

del vecchio continente per un progetto europeo di comparazione dei sistemi

educativi fra i paesi dell’UE. L’indagine ha restituito una grande quantità di dati

per la numerosità dei rispondenti e per l’elevato numero di domande sommini-

strate che, come spesso accade, coincidono con il numero di variabili da ana-

lizzare. Supponiamo con un certo grado di certezza che ci siano dei fattori co-

muni alle variabili in grado di descrivere macroaree di comparazione fra i siste-

mi educativi (ad esempio, l’idea sulla funzione della scuola nel contesto socia-

le, la percezione del coinvolgimento delle famiglie e del ruolo degli insegnanti,

la spinta all’innovazione). Come procedere a questo punto per rilevare tali fat-

tori comuni non osservabili  direttamente ma fondamentali per comprendere

gli orientamenti dei vari paesi? 

Nelle varie fasi di analisi il ricercatore è chiamato a fare delle scelte, scelte

che secondo alcune  scuole  di  pensiero  potrebbero  mettere  in  discussione

l’oggettività della tecnica. Per elencarne alcune: il numero di fattori da estrarre,

il metodo da usare per l’estrazione dei fattori, le tecniche di rotazione da appli-

care. 

Per accertarsi di poter usare l’EFA, egli deve veri1care la fattoriabilità del da-

taset e dunque: 
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● calcolare la matrice di correlazione per veri1care le relazioni fra le variabi-

li nel dataset. Se la maggior parte delle correlazioni è inferiore a 0,30, 

non ha senso usare l’analisi fattoriale. 

● applicare il test di sfericità di Bartlett che misura la signi1catività statistica 

dei valori nella matrice di correlazione con il c2 ; l’ipotesi nulla da invalida-

re è che la matrice di correlazione sia il risultato di variabili indipendenti. 

● calcolare la misura di adeguatezza campionaria (MSA) o di Kaiser-Meyer-

Olkin (KMO), un indice fra 0 e 1 dove il valore 1 indica che le correlazioni 

parziali fra le variabili sono basse, dunque elevata è la correlazione con i 

fattori comuni. Valori al di sotto di 0,5 non sono accettabili. 

Queste veri1che ci permettono di avviare 1nalmente la procedura di estra-

zione dei fattori attraverso l’equazione che segue e che descrive il modello ge-

nerale lineare fattoriale per p variabili osservate e j fattori comuni o variabili la-

tenti: 

(3.2)

x p=ap+bp1
f

1
+bp 2

f
2
+…+bpj f j+up

dove xp sono le variabili osservate, bpj sono i pesi fattoriali (loading), fi i fattori

comuni e up la varianza che dipende dalla singola variabile e il suo errore. 

Ogni variabile è una combinazione lineare di fattori che descrivono elemen-

ti latenti. I valori di bpj, pesi fattoriali, ci dicono quanto ciascun fattore contribui-

sce alla de1nizione della variabile. 

La formula rovescia le posizioni delle xp e dei fattori fi (componenti Yp) rispet-

to a quanto visto nell’analisi delle componenti principali: qui ci chiediamo qua-

le fattore e con quale intensità contribuisce a descrivere la variabile originale

per determinare la struttura latente nei dati. Nella PCA, lo scopo principale è

trovare poche dimensioni reali che possano sostituire numerose variabili osser-

vate; di conseguenza gli elementi da rintracciare sono proprio quelle poche di-

mensioni, ossia come già detto le componenti Yp.

Nell’espressione (3.2) troviamo anche il parametro up assente nella PCA poi-

ché, come ricorderemo, nella PCA si assume che tale valore sia basso o non

consistente e che l’unica varianza da tenere in conto è la varianza totale. 
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Si può dimostrare che i parametri del modello che descrive le relazioni la-

tenti fra le variabili possono essere individuati dalla covarianza fra le variabili

manifeste. Sia la determinazione dei pesi fattoriali che il fattore speci1co up ri-

chiedono che sia posta attenzione a come calcoliamo e concepiamo la varian-

za nell’EFA. L’abbiamo accennato più volte, ma vale la pena esplicitare in ma-

niera più chiara che essa risulta composta da due parti:

● la varianza comune: condivisa con le altre variabili dell’analisi, dipende 

dalla correlazione con i fattori comuni. La indicheremo in seguito con il 

termine comunalità e la calcoleremo come somma della varianza comune

spiegata dal fattore o meglio il quadrato dei pesi fattoriali che rappresen-

tano la correlazione/covarianza fra una variabile e i fattori; 

● la varianza unica con il suo errore: si tratta della varianza speci1ca della 

singola variabile che è attribuita alla distribuzione in sé e il cui errore può 

essere spiegato solo dai processi di raccolta dati e misurazione. 

L’analisi delle componenti principali è una delle tecniche di estrazione dei

fattori. Poiché in essa la varianza considerata è solo comune, nella matrice di

correlazione usata per determinare autovalori e autovettori si conserva la dia-

gonale composta soltanto da 1 (non prendiamo infatti in considerazione la va-

rianza speci1ca e il suo errore). 

Altri metodi, fra cui ad esempio quello dei fattori principali, ammettono in-

vece, come è comune nell’EFA, che la varianza abbia anche una componente

unica e quindi che non tutta la varianza sia spiegata nel legame con i fattori co-

muni. In questi casi, poiché ammettiamo la presenza di errori, nella matrice di

correlazione la diagonale sarà composta da valori inferiori ad 1 poiché per via

dell’errore la correlazione della variabile con sé stessa non è perfetta; il valore

sostituto deriva dalla stima della mutua interazione. Non ci occuperemo di altri

metodi possibili come quello dei residui generalizzati, della fattorializzazione

immagine o massima verosimiglianza. 

Sia che usiamo la PCA, sia che usiamo il metodo dei fattori principali, ripor-

tando le equazioni nella forma matriciale, è possibile calcolare i valori dei pesi

fattoriali. Non c’è una matrice unica e quindi per stimare gli elementi che com-

pongono la relazione dobbiamo imporre alcuni vincoli come ad esempio che i

fattori  fj siano non correlati fra loro e standardizzati (media 0 e deviazione 1);

che i fattori unici  up siano non correlati fra loro e con i fattori comuni; che en-

trambi seguano una distribuzione normale. 

Il numero massimo di fattori estraibili è pari a quello delle variabili originali. 
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Fra le scelte del ricercatore rientra il numero di fattori a cui fermarsi. A tal

proposito una prima valutazione da fare nasce dal confronto tra il numero di

fattori che ci aspettiamo di ottenere per motivazioni teoriche e il numero di fat-

tori prodotti dall’analisi statistica e dalle loro comunalità. La somma dei valori

delle comunalità di tutti i fattori prodotti nell’analisi è pari a 1, spiega completa-

mente  il  fenomeno studiato  (100%).  Tuttavia  gli  ultimi  fattori  estratti  hanno

meno rilevanza nell’analisi  (comunalità più basse)  e aggiungendoli  all’analisi

verrebbe meno il vantaggio della riduzione. 

Ci sono alcuni criteri per decidere il numero dei fattori da estrarre, criteri

che frequentemente vengono usati con modalità iterative in una stessa analisi

1no ad arrivare a una selezione di fattori non soggettiva che esprime la struttu-

ra delle variabili latenti senza eccessive perdite di informazioni o complicazioni

nella lettura dei dati. Il ricercatore potrebbe stabilire prima di avviare l’analisi il

numero di fattori a cui fermarsi (a priori criterion) o potrebbe valutare di utiliz-

zare nell’analisi soltanto i fattori con autovalore superiore a 1 (latent root crite-

rion) o ancora utilizzare lo scree test descritto nel paragrafo precedente. 

La matrice dei pesi fattoriali, ossia le correlazioni di ogni variabile con cia-

scun fattore, ci permette di individuare la struttura latente del dataset. Più sono

elevati i valori della correlazione, più i fattori sono rappresentativi della variabi-

le manifesta considerata. 

Accade che la matrice dei fattori non risulti di facile lettura: si procede quin-

di a una rotazione dei fattori per ridurre le ambiguità nell’interpretazione usan-

do gli stessi principi in Figura 3.1. La rotazione è un’invariante rispetto alle di-

stanze e alle composizioni delle variabili. Esistono molte strategie di rotazione

che i software statistici includono e applicano automaticamente. Le rotazioni si

distinguono in ortogonali (assi perpendicolari) e oblique (assi non perpendico-

lari). Una delle più note è la variazione ortogonale detta VARIMAX. 

L’interpretazione dei fattori (ruotati o non ruotati) ci permette di visualizzare

la struttura del dataset. Ciascun fattore diventa a questo punto rappresentativo

del gruppo di variabili che ha con esso i valori di correlazione più alti. Il ricerca-

tore quindi potrà attribuire a quel fattore un nome che sia rappresentativo del-

le variabili con cui è correlato dando più rilevanza nell’interpretazione e nella

scelta del signi1cato alle variabili con correlazione più alta. 

La Figura 3.6 mostra  i  pesi  fattoriali  (loadings)  e i  risultati  forniti  da  R in

un’analisi  fattoriale  esplorativa  (funzione:  fa,  libreria: psych)  su  un dataset

composto da 6 variabili (a scopo esempli1cativo abbiamo usato i dati relativi

agli  esami dell’esempio del paragrafo precedente) con l’uso della rotazione
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obliqua OBLIMIN per l’estrazione di due fattori. I due fattori raccolgono la va-

riabilità delle variabili in gruppi di tre. Il riquadro in basso contiene i valori rela-

tivi alla somma dei pesi fattoriali al quadrato (SS loadings) considerati nell’ana-

lisi se superiori a 1 e alla proporzione di varianza per fattore e varianza cumula-

ta come nella PCA. Nell’esempio, la varianza cumulata usando 2 fattori è pari a

0,52, il modello individuato quindi spiega il 52% della varianza del dataset, va-

lore che riteniamo non essere del tutto soddisfacente. Avremmo bisogno di

estrarre più fattori per rendere il modello maggiormente rappresentativo della

varianza delle variabili di partenza. 

Figura 3.6 - Pesi fattoriali e risultati di un’analisi fattoriale esplorativa 

in R (funzione: fa, libreria psych). 

Il ricercatore può scegliere se eliminare dal dataset variabili che non sono

rappresentate da nessun fattore o variabili che presentano correlazioni alte con

più fattori, de1nite cross-loading, poiché viene meno l’indipendenza dei fattori

in questo caso legati a più variabili. Altra situazione che può condurre all’elimi-

nazione di una variabile dal dataset è che il suo valore di comunalità sia inferio-

re rispetto a quello stabilito dal ricercatore. Bassi  valori  di  comunalità corri -

spondono ad alti valori di unicità/varianza unica: ciò signi1ca che la varianza

della variabile è indipendente da quella del fattore, la variabile non è legata al

fattore comune. Alternativa per il ricercatore nei casi in cui si presenti una delle

situazioni di cui sopra è proseguire nell’analisi dichiarando le incongruenze ri-

spetto ad alcune variabili oppure ripetere l’analisi modi1cando le variabili e le

tecniche di estrazione o rotazione dei fattori. 

L’adeguatezza  del  modello  1nale  ottenuto  può essere  determinata  dalla

percentuale di varianza totale spiegata dai fattori come somma delle comunali-
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tà delle variabili (varianza cumulata); dal confronto fra la matrice di correlazione

originale e quella denominata “riprodotta”, calcolata a partire dai pesi fattoriali;

attraverso speci1ci test che provano la bontà del modello veri1cando l’ipotesi

nulla che prevede che la matrice di covarianza fra le variabili osservate abbia la

forma de1nita dal modello stesso. 

Lo studio potrebbe interrompersi a questo punto oppure proseguire con

l’applicazione di altre tecniche su un nuovo dataset costituito: 

● selezionando – anche a partire dalle conoscenze teoriche precedenti – 

solo una variabile con peso fattoriale più alto per ciascun fattore (la sosti-

tuzione del fattore con la variabile fa correre il rischio di perdere informa-

zioni o raccontare soltanto una parte degli aspetti del fenomeno, scartan-

do tutto quello che il fattore rappresenta);

● creando scale (misure composte di alcune delle variabili usando i pesi 

fattoriali) o punteggi fattoriali (misure composte da tutte le variabili corre-

late a un fattore) in modo da riuscire a rappresentare tutti gli aspetti di un

determinato concetto in una sola misura. L’α di Cronbach è un noto coef-

1ciente di reliability/af1dabilità per la veri1ca della coerenza degli item di

una scala fra loro; assume valori compresi fra 0 e 1 e solitamente viene 

considerato suf1ciente con valori al di sopra dello 0,60. 

3.4 - Analisi delle corrispondenze 

L’analisi delle corrispondenze (Correspondence Analysis, CORA) è una tec-

nica che applica i meccanismi di riduzione della dimensionalità alle variabili no-

minali ordinali e categoriali. È un metodo descrittivo, al quale possono essere

applicati processi che veri1cano la signi1catività e la generalizzabilità dei risul-

tati. Si tratta di una tecnica esplorativa di data analysis, non utilizzata per testare

ipotesi ma, ancora una volta, per identi1care le strutture latenti in un set di dati.

Permette di riprodurre gra1camente le similarità delle modalità delle variabili

calcolate a partire dalle distanze fra oggetti come nella cluster analysis (CA) e

nel multidimensional scaling (MDS). Come quest’ultima tecnica, la CORA è un

metodo per il perceptual mapping. Le tecniche di percentual mapping hanno

l’obiettivo di produrre una mappa percettiva ossia una visualizzazione gra1ca

che rappresenta gli oggetti dell’analisi in uno spazio bi- o multi- dimensionale

permettendo di cogliere gli aspetti di somiglianza o differenza fra gli stessi. Da

un punto di vista geometrico,  potremmo dire che utilizzando la CORA ci  si
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pone l’obiettivo di trovare un piano nel quale collocare tutti i punti corrispon-

denti  agli  oggetti  dello studio conservando la distanza che esiste fra di essi

(Bartholomew et al., 2008). 

In sostanza le differenze di questa tecnica dalle altre già viste sono principal-

mente due: 

1. agiamo su variabili non metriche e quindi utilizziamo modalità, frequen-

ze e distanze per lavorare sui dataset; 

2. al termine delle procedure di analisi, insieme a un numero di indicatori 

possiamo ottenere una visualizzazione gra1ca da interpretare per identi-

1care la distribuzione delle modalità in un numero inferiore di dimensio-

ni che non sempre sono riconducibili a un concetto precisato. 

Nell’applicazione dell’analisi delle corrispondenze, non è necessario testare

particolari assunti. Ovviamente bisogna veri1care di non invalidare procedure

di generalizzabilità, completezza e comparabilità fra gli oggetti. Particolare at-

tenzione va dedicata agli outlier che possono generare degli effetti distorsivi

sia nell’elaborazione numerica sia nell’interpretazione gra1ca. 

Partiamo dall’osservare  il  caso  dell’analisi  delle  corrispondenze  semplici,

quello cioè che prende in considerazione un’analisi condotta solo su due varia-

bili. Riporteremo poi la tecnica nel campo multivariato (analisi delle corrispon-

denze multiple). 

La struttura latente che cerchiamo di  identi1care attraverso l’analisi  delle

corrispondenze è esplicitata dalla vicinanza fra le modalità delle variabili. Detto

brevemente, il processo che si segue per ottenere e visualizzare tale struttura è

quello di de1nire le frequenze congiunte delle modalità, rilevare le distanze fra

modalità diverse, ridistribuire la varianza del dataset fra un numero limitato di

dimensioni,  rappresentare gra1camente le modalità con le loro distanze nel

nuovo spazio dimensionale, interpretare visualizzazioni e indicatori ottenuti. 

Facciamo un passo alla volta. 

La  prima operazione da  compiere,  parlando di  variabili  non metriche,  è

quella di calcolare le frequenze congiunte con cui le modalità si manifestano ri-

spetto alla coppia di variabili in esame e costruire quindi la tabella di contin-

genza risultante come in Tabella 3.1. Non necessariamente nella tecnica le mo-

dalità devono essere esclusive. Nell’esempio che usiamo per illustrare il meto-

do, consideriamo invece un caso in cui lo sono. I dati sono stati rilevati in uno

studio sulla percezione dei sistemi di e-proctoring (De Santis et al., 2020) attra-
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verso un questionario somministrato al termine della prova proctored in alcuni

corsi di laurea dell’Università degli Studi di Modena e Reggio Emilia di cui ri-

portiamo le risposte di 323 studenti. Parliamo di e-proctoring riferendoci ai si-

stemi digitali  che permettono di monitorare da remoto lo svolgimento delle

prove di valutazione attraverso meccanismi di controllo che evitino il plagio o il

confronto fra gli studenti e che vengono studiati spesso in relazione a fenome-

ni legati all’aumento dell’ansia o al peggioramento delle performance (GonzW-

lez-GonzWlez et al., 2020; Kolski & Weible, 2018; Reisenwitz, 2020). 

Le variabili riportate nella Tabella 3.1 sono il corso di laurea frequentato (ri -

ghe) e il livello di gestione dell’ansia nell’uso dei sistemi di e-proctoring dichia-

rato dagli studenti (colonne). 

Corso 

di laurea

Gestione dell’ansia
Totale 

L1 L2 L3 L4

BLD006 14 5 10 11 40

BLD023 27 18 13 10 68

BLD126 7 15 23 30 75

FIM049 17 9 5 4 35

MED054 13 14 17 8 52

MED055 20 13 11 9 53

Totale 98 74 79 72 323

Tabella 3.1 - Tabella di contingenza per le variabili CORSO DI LAUREA 

(righe) e livello di gestione dell’ANSIA (colonne) in un dataset relativo 

alla percezione dei sistemi di e-proctoring in ambito universitario. 

L’uso della CORA serve a comprendere se esistono associazioni (corrispon-

denze) nel modo in cui negli studenti appartenenti a un determinato corso di

laurea l’uso di strumenti di e-proctoring ha inGuito sulla riduzione dell’ansia in

una scala da 1 (in completo disaccordo) a 4 (in completo accordo). La tabella ci

fornisce alcune indicazioni: ad esempio, 68 dei 323 studenti che hanno parteci-

pato all’indagine appartengono al corso di laurea indicato con la sigla BLD023;

98 dichiarano che l’utilizzo del sistema di e-proctoring non ha inGuenzato posi-

tivamente la percezione dell’ansia nello svolgimento della prova (livello L1); 17

studenti del corso MED054 ritengono che utilizzare un sistema di controllo du-

rante la prova d’esame ha inGuenzato abbastanza positivamente la propria ge-

stione dell’ansia (livello L3) e così via. 
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Per lavorare sulle associazioni fra le modalità, calcoliamo i pro1li di riga e

colonna ossia le percentuali relative e dunque il rapporto fra i valori contenuti

in ogni singola cella (frequenza congiunta) e rispettivamente il totale di riga o

di colonna (frequenza marginale). 

Introduciamo anche altri due indicatori: 

● massa di riga (o colonna), ossia il rapporto fra il totale di riga (o colonna) 

e il totale dei casi; 

● centroidi o medie di pro(lo di riga (o colonna), pro1lo marginale, ossia il 

rapporto fra il totale di riga (o colonna) e il totale dei casi. 

Come è ovvio, masse di riga e centroidi dei pro1li di colonna coincidono e

viceversa, le masse di colonna coincidono i centroidi dei pro1li di riga. 

La Tabella 3.2 rappresenta i pro1li di riga, la Tabella 3.3 i pro1li di colonna.

È una scelta dell’analista quella di lavorare sulle righe o sulle colonne sia nelle

fasi di calcolo che in quelle di interpretazione. Quello che diremo sui pro1li di

riga può essere riportato ai pro1li di colonna. Come vedremo negli esempi, i

software di  analisi  dati  ci  permettono con immediatezza di  passare dall’una

all’altra preferenza. 

Pro1li simili indicano che nell’indagine i partecipanti hanno scelto modalità

simili. Più vicini sono i valori, più vicini saranno i punti da disegnare nella visua-

lizzazione 1nale. Allo stesso modo, più i valori di ogni cella sono vicini a quelli

dei centroidi, più i punti saranno vicino all’origine degli assi che rappresenta

esattamente il punto medio. 

Attraverso quali strumenti di calcolo possiamo “misurare la vicinanza” fra i

pro1li e fra i pro1li e i centroidi per rilevare i pattern che spiegano le associa-

zioni fra le celle? 

Lo strumento usato è il c2 sia come test statistico sia come misura di distan-

za. 

Il test del c2 della tabella di contingenza ci permette di veri1care l’esistenza

di una dipendenza signi1cativa fra righe e colonne. Nel nostro caso, possiamo

ri1utare l’ipotesi nulla di indipendenza. 

La distanza del c2 fornisce la distanza fra i pro1li di riga (o colonna), distanza

ponderata rispetto ai pro1li marginali. Includere nel calcolo i pro1li marginali

evita  che questi  assumano più  rilevanza  per  modalità  con alti  totali  di  riga

come accade in un altro tipo di distanza de1nita euclidea. 
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Corso 

di laurea

Gestione dell’ansia
Masse di riga

L1 L2 L3 L4

BLD006 0,35 0,12 0,25 0,28 0,12

BLD023 0,40 0,26 0,19 0,15 0,21

BLD126 0,09 0,20 0,31 0,40 0,23

FIM049 0,49 0,26 0,14 0,11 0,11

MED054 0,25 0,27 0,33 0,15 0,16

MED055 0,38 0,25 0,21 0,17 0,16

Media o 

centroidi dei 

pro.li di riga

0,30 0,23 0,25 0,22 1,00

Tabella 3.2 - Pro1li di riga, masse di riga, media o centroidi dei 

pro1li di riga per le variabili CORSO DI LAUREA (righe) e livello di 

gestione dell’ANSIA (colonne) in un dataset relativo alla percezione 

dei sistemi di e-proctoring in ambito universitario. 

Corso 

di laurea

Gestione dell’ansia Media o centroidi 

dei pro.li di colonnaL1 L2 L3 L4

BLD006 0,14 0,07 0,13 0,14 0,12

BLD023 0,28 0,24 0,16 0,14 0,21

BLD126 0,07 0,20 0,29 0,42 0,23

FIM049 0,17 0,12 0,06 0,06 0,11

MED054 0,13 0,19 0,22 0,11 0,16

MED055 0,20 0,18 0,14 0,12 0,16

Masse 

di colonna
0,30 0,23 0,25 0,22 1,00

Tabella 3.3 - Pro1li di colonna, masse di colonna, media o centroidi 

dei pro1li di colonna per le variabili CORSO DI LAUREA (righe) e 

livello di gestione dell’ANSIA (colonne) in un dataset relativo alla 

percezione dei sistemi di e-proctoring in ambito universitario. 
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(3.3)

χ 2=43,159  ,    df=15  ,   p=0,0001478

Di seguito esprimiamo in formule la distanza euclidea e la distanza del  c2

per i pro1li di riga 1 e 2 della Tabella 3.2 e veri1chiamo la differenza che inter-

corre fra le due. 

(3.4) DISTANZA EUCLIDEA (pro.li di riga 1 e 2)

d (1,2)  =  √(0,35−0,40)2+(0,12−0,26)2+(0,25−0,19)2+(0,28−0,15)2
 =

 

 = √(0,0025+0,0196+0,0036+0,0169)  = 0,2064

(3.5) DISTANZA DEL χ 2
(pro.li di riga 1 e 2)

d(1,2)  =  √(0,35−0,40)2

0,30
+
(0,12−0,26)2

0,23
+
(0,25−0,19)2

0,25
+
(0,28−0,15)2

0,22
 =

 

=  √0,0083+0,0852+0,0144+0,0768  =  0,4298

Attraverso la stessa formula si può calcolare la distanza fra i pro1li di riga (o

colonna) e i centroidi. 

(3.6) DISTANZA DEL c2 (pro.lo di riga 1 e media del pro.lo riga)

d (1, c)  =  √ (0,35−0,30)2

0,30
+
(0,35−0,30)2

0,30
+
(0,12−0,23 )2

0,23
+
(0,25−0,25)2

0,25
+
(0,28−0,22)2

0,22
 =

 

 = √0,0083+0,0526+0+0,0164  = 0,2780

Calcolata la distanza pro1li-centroidi, possiamo ottenere l’inerzia, indicatore

fondamentale nella CORA poiché coincide con la varianza e la sua scomposi-

zione ci permette di de1nire le dimensioni da includere nei processi di riduzio-

ne della dimensionalità. 
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L’inerzia totale è la somma dei prodotti fra masse e distanze dai centroidi (di

riga o colonna) e si può dimostrare che corrisponde al c2 normalizzato (diviso

cioè per il numero di osservazioni): 

(3.7)

Inerzia totale  =  ∑(massa  di  riga  i)  ⋅ d i
2
 = 

χ 2

N

dove d è la distanza del pro1lo di riga i dal centroide e N la numerosità del

campione. 

La somma dell’inerzia calcolata per i pro1li di riga coincide con quella calco-

lata per i pro1li delle colonne. L’inerzia rappresenta la misura della varianza dei

pro1li, il valore dell’inerzia totale viene scomposto negli autovalori che coinci-

dono con la varianza delle dimensioni da estrarre. Possiamo scrivere quindi: 

(3.8) 

Inerzia totale  =  ∑(massa  di  riga  i)  ⋅ di
2
 = 

χ 2

N
 = ∑λ k

2

dove k è il numero degli autovalori  λ in cui viene scomposta l’inerzia ed è

pari al numero di dimensioni dell’analisi in questione. Si può dimostrare che k

coincide con il  valore minimo delle modalità delle variabili  osservate meno

uno. 

Come nelle tecniche precedenti, anche nella CORA i valori degli autovalori

sono restituiti in ordine decrescente, dal più grande al più piccolo. Essi indica-

no quanto la dimensione a cui sono riferiti è rilevante nell’analisi e quindi per-

mettono di selezionare il numero di dimensioni da considerare. 

La scelta del numero di dimensioni, come visto nell’EFA e nella PCA, può es-

sere delegata alle rilevazioni da uno scree test (Figura 3.7), al valore della va-

rianza cumulata o alla limitazione a priori del numero di dimensioni da parte

del ricercatore. Ricordiamo comunque che questa operazione è un gioco di

equilibri:  utilizzare più dimensioni aggiunge informazioni nell’analisi  ma può

renderla più complicata; allo stesso modo ridurre il numero di dimensioni può

sempli1care l’interpretazione ma ridurre anche le informazioni ottenute.  
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Figura 3.7 - Scree plot per CORA: plot degli autovalori e delle 

dimensioni (funzione fviz_screeplot, libreria factoextra).

Dal punto di vista gra1co, l’inerzia totale è la somma delle distanze dei punti

dall’origine degli assi che, come accennato, si fa coincidere con i pro1li medi.

Una volta calcolata l’inerzia, quindi, si può procedere al calcolo delle coordina-

te di ciascun punto (ciascuna modalità) come proiezioni dello stesso punto su-

gli assi. 

Nel biplot, l’angolo che si crea fra i segmenti con estremi nell’origine e nel

punto che indica la modalità indica il grado di relazione fra due modalità: più

l’angolo è acuto, più le due modalità sono similari. Alti livelli di associazione (si-

milarità) fra le modalità saranno visibili nella vicinanza dei punti in una mappa

di percezione. Punti più vicini all’origine rappresentano modalità con valori più

simili a quelli medi; punti più lontani indicano valori delle modalità che si di -

scostano dai valori attesi. Nell’interpretazione dell’andamento delle modalità si

considera anche la loro distribuzione in quadranti e in semipiani positivi e ne-

gativi. 

Per il modo in cui le distanze sono calcolate (scalate rispetto alle frequenze

marginali) nell’analisi delle corrispondenze semplici nei biplot de1niti simmetri-

ci si possono confrontare soltanto modalità della stessa variabile. Si è soliti fare

generalizzazioni sulle distanze fra le modalità appartenenti a variabili diverse. Il

confronto fra modalità appartenenti a più variabili può essere condotto nei bi-

plot asimmetrici nei quali le coordinate dei punti in colonna sono sostituiti con i
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valori estremi (considerando il caso estremo in cui tutte le unità statistiche rile-

vate su una riga cadano in una sola colonna). 

Ritorniamo al nostro esempio e proviamo a lavorare sui dati utilizzando R e

due fra i pacchetti speci1ci per l’analisi delle corrispondenze:  FactoMineR e

factoextra (per indicazioni più complete per questa e le precedenti tecniche

si veda Kassambara, 2017). 

Con i dati a nostra disposizione, possiamo calcolare il valore dell’inerzia to-

tale che è pari a 0,134. 

(3.9)

Inerzia totale  =  
χ 2

N
 =  

43,159

323
 =  0,134

La funzione CA del pacchetto FactoMineR usa come argomento principale

la tabella di contingenza senza totali (Tabella 3.1) e restituisce la visualizzazione

gra1ca in Figura 3.8 e gli indici in Figura 3.9. 

Otteniamo 3 dimensioni (come ci aspettavamo, il minimo delle modalità per

variabile meno uno). La prima dimensione spiega l’84,580% della varianza, la

seconda 11,930%, la terza 3,491%. Utilizzando le prime due dimensioni riuscia-

mo a spiegare il 96,509% della varianza del dataset. 

Notiamo che sommando l’inerzia per le modalità in riga o in colonna otte-

niamo 0,134. Sommando gli autovalori (varianza/inerzia) delle 3 dimensioni ot-

teniamo ancora 0,134. Questa uguaglianza non ci meraviglia poiché l’inerzia

totale calcolata dalla tabella di contingenza viene ridistribuita come varianza di

un numero limitato di dimensioni. 

Le coordinate dei  punti/modalità,  insieme ai  contributi  (crt)  e al  coseno

quadro (cos2) vengono restituiti sia per riga che per colonna (Figura 3.9). 
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Figura 3.8 - Biplot simmetrico nell’analisi delle corrispondenze 

semplici riferita alle variabili ANSIA e CORSO DI LAUREA in un 

dataset relativo alla percezione dei sistemi di e-proctoring in ambito 

universitario (funzione CA, libreria FactoMineR). 

Figura 3.9 - Risultati dalla funzione summary nelle procedure di 

analisi delle corrispondenze realizzata in R con la funzione CA, 

libreria FactoMineR: c2, varianza, ctr e cos2 per righe e per 

colonne.
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L’indice  ctr denota quanto la modalità contribuisce a determinare la di-

mensione, cioè a determinare la variabilità del dataset. Ovviamente saranno

più rilevanti,  anche nell’interpretazione dei risultati,  le modalità con valori di

ctr più elevati; da escludere sono le modalità che non inGuenzano nessuna di-

mensione.  Nel  nostro  esempio,  il  valore  ctr per  le  modalità  BLD006  e

MED054 è rispettivamente 62,168 e 59,991. I due item sono quelli che contri-

buiscono maggiormente alla de1nizione della variabilità rispettivamente delle

dimensioni 1 e 2. 

Cos2, coseno dell’angolo fra gli assi e la retta passante per l’origine e il pun-

to della modalità, detto anche correlazione al quadrato, indica il livello di quali-

tà della rappresentazione, ossia quanto la modalità è ben rappresentata dalla

dimensione. Si tratta di un valore compreso fra 0 e 1. La somma dei cos2 per

ciascuna modalità è pari a 1. Scegliendo un numero inferiore di dimensioni ri-

spetto a quelle possibili, il cos2 diminuirà. In ogni caso, più tale valore si avvici-

na a 1, più la modalità è ben rappresentata nel modello costruito. Ancora nel

nostro esempio, MED054 ha un cos2 maggiore nella dimensione 2, questa di-

mensione rappresenta meglio l’item. Al contrario BLD126 ha un cos2 di 0,990

per la dimensione 1 ed è questa dimensione che meglio rappresenta le fre-

quenze per il corso di laurea in questione. 

Le stesse riGessioni su coordinate, qualità (cos2) e contributi (crt) sono ri-

portate nella seconda parte del summary dedicato alle colonne (Figura 3.9). 

La rappresentazione in Figura 3.8  è  de1nita  simmetrica,  righe e colonne

sono rappresentate con le coordinate calcolate in origine. Come abbiamo det-

to, ciò limita l’interpretazione delle distanza fra righe e colonne. Per confronta-

re in maniera più af1dabile le modalità appartenenti a righe e colonne, dobbia-

mo lavorare sul biplot asimmetrico (Figura 3.10). 

I livelli di ANSIA in entrambi i biplot (Figura 3.8 e 3.10) sono distribuiti nei

quattro quadranti. Nel biplot simmetrico i punti della variabile CORSI DI LAU-

REA si dispongono lungo l’asse della dimensione 1 “mescolandosi” con i livelli

d’ansia. Le modalità dei corsi FIM049, BLD023 e MED055 sono sul semiasse

opposto al corso BLD126. Così come BLD006 è sul semiasse opposto della di-

mensione 2 rispetto al corso MED054. In entrambi i casi, si tratta di modalità

che, considerate in funzione dei livelli di gestione dell’ansia, si comportano in

modi diversi. In breve gli studenti in corsi di laurea collocati su semiassi e semi-

piani opposti, gestiscono in maniera diversa l’ansia. FIM049 è vicina alla moda-

lità d’ansia L1, così come BLD126 lo è al livello L4. Questa vicinanza lascerebbe

ipotizzare che con maggiore probabilità gli studenti del corso BLD126 hanno

gestito meglio l’ansia usando i sistemi di e-proctoring rispetto agli studenti del
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corso di laurea FIM049. Il biplot asimmetrico mostra le modalità dei corsi di

laurea nelle vicinanze dell’origine, i valori sembrano avvicinarsi molto ai valori

medi. I livelli di ansia sono distanti dalle modalità dei corsi di laurea. Questa di-

stribuzione spinge verso l’ipotesi che il tipo di relazione che intercorre fra le

due variabili è piuttosto debole. Tuttavia, la visualizzazione nella Figura 3.10 è

abbastanza frequente nei biplot asimmetrici poiché abbiamo sostituito i valori

delle modalità in colonna con quelli marginali e dunque l’ipotesi è tutta da veri-

1care. L’uso dei biplot asimmetrici è consigliato quando l’inerzia (e dunque la

distanza dei punti dai centroidi) ha valori elevati che permettono di conservare

una giusta proporzione fra le modalità.

Figura 3.10 - Biplot asimmetrico nell’analisi delle corrispondenze 

semplici riferita alle variabili ANSIA e CORSO DI LAUREA in un 

dataset relativo alla percezione dei sistemi di e-proctoring in ambito 

universitario (libreria factoextra, funzione fviz_ca_biplot). 

I dati usati in questo esempio sono serviti soltanto per generare gra1ci e cal-

colare indici, hanno un carattere semplicemente esempli1cativo, non aspirano

a fornire risposte ef1caci a reali domande di ricerca. Utilizzarli ci ha permesso

di ripercorrere le procedure di un’analisi delle corrispondenze semplici e com-

prendere il tipo di risultati a cui è possibile giungere. 



78  - Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

Aggiungiamo al nostro esempio la variabile PERFORMANCE in una scala da

1 a 4. Essa rappresenta il livello con cui l’uso dei sistemi di e-proctoring ha in-

Guenzato positivamente le prestazioni degli studenti durante le prove d’esame.

Cosa succede quando abbiamo più variabili? 

Quando è possibile,  il  ricercatore prova a riportare l’analisi  multivariata a

una analisi  bivariata. Riporta i  dati nella formulazione della Tabella 3.4 dove

ciascuna riga rappresenta due modalità (variabili interattive), restando nel no-

stro esempio, una relativa al corso e una al livello di performance. Gli studenti

della riga 1, ad esempio, appartengono al corso di laurea BLD006 e hanno di-

chiarato che i sistemi di e-proctoring non hanno migliorato la loro performance

(livello L1). Di questi 7 hanno un livello L1 di gestione dell’ansia, 0 un livello L2,

1 un livello L3 e 3 un livello L4. 

Questa tabella di contingenza può quindi essere usata in una CORA con gli

stessi meccanismi visti 1nora. 

Corso di Laurea
Gestione dell’ansia

L1 L2 L3 L4

BLD006 - PERFORMANCE L1 7 0 1 2

BLD006 - PERFORMANCE L2 5 2 5 4

BLD006 - PERFORMANCE L3 2 3 3 4

BLD006 - PERFORMANCE L4 0 0 1 1

BLD023 - PERFORMANCE L1 15 8 1 4

BLD023 - PERFORMANCE L2 11 4 4 5

... ... ... ... ...

MED055 - PERFORMANCE L3 3 5 4 3

MED055 - PERFORMANCE L4 0 0 0 0

Tabella 3.4 - Tabella di contingenza per le variabili CORSO DI LAUREA,

PERFORMANCE e ANSIA in un dataset relativo alla percezione dei 

sistemi di e-proctoring in ambito universitario. Nella prima colonna 

sono presenti variabili interattive che rappresentano due modalità 

combinate da due variabili.

Quando questo non è possibile o è troppo complesso per il grande numero

di variabili  e modalità, lavoriamo su un’analisi  delle corrispondenze multiple

(MCA) dove le tabelle di  contingenza vengono riproposte nella forma della
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matrice degli indicatori (Tabella 3.5) che riporta in un sistema binario il dataset

per unità statistiche o della matrice di Burt (Tabella 3.6) che incrocia le frequen-

ze su più modalità. 

N. Corso di laurea Ansia Performance

BLD

006

BLD

023

BLD

126

FIM

049

MED

054

MED

055

L1 L2 L3 L4 L1 L2 L3 L4

1 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0

2 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1

3 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0

4 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

5 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 1 0 0 0

… … … … … … … … … … … … … … …

Tabella 3.5 - Matrice degli indicatori. Per ogni unità statistica nelle 

righe è riportato 1 in corrispondenza della modalità selezionata per 

ciascuna variabile (colonne) e 0 per le altre modalità.

Corso di laurea Ansia Performance

BLD

006

BLD 

023

BLD 

126

FIM

049

MED

054

MED

055
L1 L2 L3 L4 L1 L2 L3 L4

C
o

r
s
o

 d
i 
la

u
r
e

a

BLD 

006
40 0 0 0 0 0 14 5 10 11 10 16 12 2

BLD 

023
0 68 0 0 0 0 27 18 13 10 28 24 12 4

BLD 

126
0 0 75 0 0 0 7 15 23 30 9 16 39 11

FIM 

049
0 0 0 35 0 0 17 9 5 4 7 23 5 0

MED 

054
0 0 0 0 52 0 13 14 17 8 8 23 20 1

MED 

055
0 0 0 0 0 53 20 13 11 9 6 32 15 0

A
n

s
ia

L1 14 27 7 17 13 20 98 0 0 0 32 52 9 5

L2 5 18 15 9 14 13 0 74 0 0 12 32 29 1

L3 10 13 23 5 17 11 0 0 79 0 8 28 38 5

L4 11 10 30 4 8 9 0 0 0 72 16 22 27 7

P
e

r
fo

r
m

a
n

c
e L1 10 28 9 7 8 6 32 12 8 16 68 0 0 0

L2 16 24 16 23 23 32 52 32 28 22 0 134 0 0

L3 12 12 39 5 20 15 9 29 38 27 0 0 103 0

L4 2 4 11 0 1 0 5 1 5 7 0 0 0 18

Tabella 3.6 - Tabella di Burt. Sulle righe e sulle colonne sono 

presenti le modalità delle variabili nello studio. Le celle contengono 

le frequenze con cui si manifestano due modalità.
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La Tabella 3.5 anticipa la considerazione che nell’analisi delle corrisponden-

ze multiple possiamo ottenere visualizzazioni gra1che della similarità fra varia-

bili (colonne, Figura 3.11) ma anche fra le unità statistiche (righe, Figura 3.12). 

Le funzioni della libreria  factoextra forniscono delle visualizzazioni dove

compaiono insieme i valori di righe e colonne (Figura 3.13) oppure righe con

le modalità di una sola variabile (Figura 3.14). 

Restano invariati gli indicatori rilevati e la loro interpretazione. In Figura 3.15

vediamo che le prime due dimensioni spiegano il 27,545% della varianza. Le

coordinate e i valori  ctr e  cos2 sono forniti  per righe (individui) e colonne

(modalità).

Figura 3.11 - MCA sulle variabili CORSI DI LAUREA, PERFORMANCE e

ANSIA in un dataset relativo alla percezione dei sistemi di e-proctoring 

in ambito universitario (funzione fviz_mca_var, pacchetto 

factoextra). 
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Figura 3.12 - MCA sulle unità statistiche rispetto a CORSI DI LAUREA, 

PERFORMANCE e ANSIA in un dataset relativo alla percezione dei 

sistemi di e-proctoring in ambito universitario (funzione fviz_mca_ind,

pacchetto factoextra). 

Figura 3.13 - MCA su modalità e unità statistiche rispetto a CORSI DI 

LAUREA, PERFORMANCE e ANSIA in un dataset relativo alla percezione 

dei sistemi di e-proctoring in ambito universitario (funzione 

fviz_mca_biplot, pacchetto factoextra). 
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Figura 3.14 - MCA per variabili su modalità e unità statistiche rispetto a 

CORSI DI LAUREA, PERFORMANCE e ANSIA in un dataset relativo alla 

percezione dei sistemi di e-proctoring in ambito universitario (funzione 

fviz_ellipses, pacchetto factoextra). 

Figura 3.15 – Risultati dalla funzione summary applicati ai risultati di una

MCA realizzata in R con la funzione MCA, libreria FactoMineR: varianza, 

ctr e cos2 per unità statistiche e modalità, eta2 per le variabili 

categoriali.
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Nelle MCA, alcune variabili del dataset possono essere considerate supple-

mentari (o illustrative), ciò signi1ca che esse non entrano nell’analisi per estrar-

re le dimensioni ma i loro valori sono predetti e confrontati con i dati inseriti

nel calcolo. Questa possibilità, comune ad esempio alla cluster analysis, per-

mette di usare la MCA come tecnica predittiva. 

3.5 - L’uso dell’analisi fattoriale e dell’analisi delle componenti

principali nella ricerca educativa 

Per validare scale, inventory e questionari nella ricerca educativa, così come

in quella psicologica, vengono usate l’analisi fattoriale e l’analisi delle compo-

nenti principali, molto spesso in modalità combinata. Una grande fetta di ricer-

che che usano EFA e PCA riguarda proprio la de1nizione e la validazione di

scale. Gli ambiti di applicazione, come è ovvio, possono essere diversissimi; ci

sono scale dedicate agli argomenti più variegati. 

Stamatios Papadakis e colleghi (2020), ad esempio, rilevata la diffusione del

mercato di produzione e utilizzo di app dedicate ai bambini in età prescolare e

fruibili su smartphone o tablet grazie anche alla loro portabilità e attrattività,

formulano una scala che permetta a insegnanti, genitori e tutori, di valutare tali

app. La scala denominata Evaluation Tool for Educational Apps (E.T.E.A.) è sta-

ta redatta dopo aver condotto una review su rubriche, checklist e paper già

pubblicati sul tema, utile per de1nire il set di item da testare e inserire nello

strumento di valutazione in costruzione. Essa poi è stata somministrata a 218

futuri insegnanti della scuola dell’infanzia, studenti presso l’Università di Creta

a cui è stato chiesto di completare le domande solo dopo aver scaricato tre

app educative sui loro dispositivi. Nella scala un numero molto alto di item è

stato proposto, numero ridotto poi nell’analisi e sintetizzato in pochi fattori. Il

test di Bartlett (c2 = 1775,95, p < 0,001) e l’indice di KMO (0,79) hanno dato ri-

sultati positivi sulla fattoriabilità delle variabili, cosa che ha permesso di appli-

care l’analisi fattoriale esplorativa. L’analisi delle componenti principali è stata

utilizzata come procedura di estrazione dei fattori. Sono stati selezionati 4 fatto-

ri con autovalore superiore a 1 in grado di spiegare il 79,39% della varianza

(percentuale di varianza cumulata, vedi Tabella 3.7). I fattori sono stati de1niti

poi con i nomi di usabilità, ef1cienza, parental control e sicurezza. 
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Factors Eigenvalues % of Variance Cumulative %

1 Usability 4.65 35.78 35.78

2 Ef.ciency 2.79 21.45 57.23

3 Parental Control 1.80 13.84 71.07

4 Security 1.08 8.32 79.39

Tabella 3.7 – Autovalori e percentuale di varianza spiegati dai 

quattro fattori ottenuti dalla PCA  in uno studio sulle app educative 

(Papadakis et al., 2020, p. 5/10). 

Gli autori riportano due tabelle (Tabella 3.8 e 3.9). La prima presenta i valori

della struttura fattoriale con i loading (che ricordiamo essere i valori di correla-

zione fra le variabili osservate e i fattori individuati) calcolati dopo la rotazione

VARIMAX. La tabella contiene anche i valori dell’α di Cronbach calcolato per

ciascun fattore per indicare il grado di consistenza interna delle sotto-scale. Dei

tredici  item individuati,  tutti  i  valori  dei  coef1cienti  fattoriali  sono più alti  di

0,651. I primi due fattori raccolgono 4 variabili osservate, il terzo 2 e il quarto 3.

I valori dell’α di Cronbach, tutti più alti di 0,73, risultano accettabili. La seconda

tabella mostra le correlazioni fra i fattori. Alcune risultano essere signi1cative.

Questo dovrebbe meravigliarci perché abbiamo parlato della necessità dei fat-

tori di essere indipendenti fra loro. Tuttavia vediamo (e anche gli autori dello

studio lo sottolineano) che i costrutti individuati dai fattori sono ancora legati

fra loro: l’ef1cacia è infatti legata all’usabilità e al parental control. 

Negli articoli scienti1ci che descrivono procedure di ricerca legate alla vali-

dazione delle scale, come questo appena presentato, ritroviamo uno schema

simile e ricorrente. Gli autori: 

● validano la fattoriabilità delle variabili mostrando le correlazioni fra di 

esse e i risultati dai test di Bartlett e Kaiser-Meyer-Olkin (KMO); 

● de1niscono il criterio di estrazione dei fattori e di scelta del numero dei 

fattori (aggiungendo spesso il plot dello scree test); 

● de1niscono il criterio di rotazione utilizzato; 

● forniscono la percentuale di varianza spiegata dal modello aggiungendo 

frequentemente tabelle sulla varianza cumulata e sui pesi fattoriali; 

● riportano il valore del coef1ciente α di Cronbach per l’intera indagine o 

per le singole scale individuate. 
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Factors

1 2 3 4

Q1 – Suitable instructions 0.898

Q2 – Button array is consistent 0.880

Q3 – Buttons facilitate use 0.858

Q4 – Can be used easily 0.853

Q5 – Parametrization options 0.859

Q6 – Suitable multimedia options 0.722

Q7 – Multiple way for conveying information 0.669

Q8 – Feedback interaction 0.651

Q9 – Consulting parents 0.952

Q10 – Inform parents 0.949

Q11 – No urging for purchase 0.893

Q12 – No destructive ads 0.852

Q13 – Inform about personal data policy 0.684

Cronbach’s alpha of internal consistency 0.91 0.83 0.96 0.73

Tabella 3.8 – Analisi delle componenti principali con la rotazione 

VARIMAX  in uno studio sulle app educative (Papadakis et al., 2020, 

p. 6/10). 

1 2 3 4

Usability 1 0.590** 0.090 0.055

Ef1ciency 0.590** 1 0.212** 0.252**

Parental Control 0.090 0.212** 1 0.001

Security 0.055 0.252** 0.001 1

**Correlation is signi1cant at the 0.01 level (two tails).

Tabella 3.9 – Matrice di correlazione delle quattro dimensioni  in uno 

studio sulle app educative (Papadakis et al., 2020, p. 6/10).
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Un esempio nella ricerca italiana nel quale più modelli di analisi fattoriale

sono confrontati è lo studio per la validazione dell’University Climate Question-

naire for Distance Education Contexts (UCliQ-DE) di Damiano Felini ed Elisa

Zobbi (2022). 

Gli autori hanno tenuto il corso di Teorie dell’educazione per le matricole

del corso di laurea in Scienze dell’educazione e dei processi formativi presso

l’Università di Parma nell’a.a. 2020/21 con studenti che non si erano mai incon-

trati  in presenza e che, per via dell’emergenza sanitaria dovuta al  Covid-19,

avrebbero svolto totalmente online l’insegnamento tenuto in presenza nei pre-

cedenti anni accademici. A partire da un’idea di università vista “not as mere si-

tes of instruction, but as places where people learn and live, build and maintain

relationships, develop and grow” (ivi, p. 75), gli studiosi indagano le dinamiche

del clima universitario nei contesti di formazione a distanza ponendo attenzio-

ne alle relazioni che gli studenti sviluppano con colleghi di corso e docenti, le

loro aspettative e percezioni sul clima universitario e la sua qualità. Hanno som-

ministrato un questionario composto da 31 item che prevedevano risposte in

una scala Likert  a  10 livelli  da “assolutamente non vero”  a “completamente

vero”. Cinque fattori sembravano necessari per operazionalizzare il concetto di

clima universitario: percezione delle interazioni sociali fra pari, senso di appar-

tenenza alla comunità, aspettative iniziali sul clima che si sarebbe stabilito nel

semestre online, percezione delle interazioni sociali fra studenti e docenti, con-

sapevolezza dei limiti nelle interazioni online rispetto a quelle in presenza. 

 Hanno risposto al questionario 173 studenti.

Dopo l’analisi descrittiva e delle correlazioni fra le variabili (item), gli autori

hanno escluso sei  item altamente correlati  fra loro.  Hanno condotto poi tre

analisi fattoriali esplorative usando la PCA per l’estrazione dei fattori. Le prime

due sono state svolte sul campione completo usando come metodi di rotazio-

ne nel primo quello ortagonale VARIMAX e nel secondo il  metodo obliquo

PROMAX; le due analisi hanno dato risultati sovrapponibili sia nei test di Kai-

ser-Meyer-Olkin e della sfericità di  Bartlett sia nelle soluzioni fattoriali (scree

plot e Kaiser-Gutman rule). Raccolgono infatti sei fattori che coprono il 65,2%

della varianza; di questi il primo, denominato “percezione delle interazioni fra

pari”, spiega il 31,3% della varianza. L’ultimo fattore in entrambi i casi ha un

solo item.

Per confermare i risultati, adottando un metodo di cross-validation, gli autori

sono passati a una terza analisi  nella quale hanno diviso il campione in due

gruppi e condotto un EFA sul primo sottocampione con metodo VARIMAX, e

una sul secondo con il metodo PROMAX. Dal primo gruppo è stata ottenuta



CAPITOLO 3: Tecniche di riduzione della dimensionalità  -  87

una struttura a sei fattori che spiega il 69,4% della varianza, confermando il pri-

mo fattore con il 32,3% e raccogliendo due quesiti nell’ultimo fattore. L’analisi

sul secondo gruppo restituisce una soluzione a 8 fattori  spiegando il  76,1%

della varianza. Il primo fattore da solo ha una varianza del 30,5%. La discordan-

za fra i due modelli ha portato a fare ulteriori indagini sull’af1dabilità: è stato

calcolato il coef1ciente α di Cronbach per le scale risultanti, in alcuni casi con

scarsi risultati. Considerando le tre EFA e le analisi sulla reliability, gli autori ar-

rivano a de1nire a un modello a cinque fattori con 22 item dove il primo fatto-

re/scala (11 item) raccoglie due aspetti della percezione delle interazioni socia-

li fra pari, indagata come possibilità e qualità. La percezione del clima universi-

tario è strettamente legata a tale fattore dati gli alti valori della varianza. Seguo-

no gli altri quattro fattori:

1. due aspetti sul senso di appartenenza (3 item): orgoglio di appartenere 

al gruppo e disponibilità a integrarsi;

2. aspettative iniziali (4 item); 

3. percezione delle interazioni sociali fra studenti e docenti (3 item) indaga-

te come possibilità e qualità; 

4. consapevolezza dei limiti delle interazioni online (2 item).

Gli autori pubblicano tabelle con i loadings di ciascuno delle 4 EFA e appro-

fondimenti testuali sugli item critici nella consapevolezza che l’utilizzazione del

questionario vada veri1cata su studenti di differenti anni di corso e CdL diversi

per essere generalizzata. 

Ogni variazione a una scala già formulata, come ad esempio la traduzione in

un’altra lingua, l’eliminazione o l’aggiunta di uno o più item, la variazione dei

soggetti a cui viene somministrata, richiede una nuova validazione. 

Le evoluzioni  della  scala  CLES,  elaborata  nell’ambito della  formazione in

ambito sanitario, ce ne dà un chiaro esempio. La scala CLES (Clinical Learning

Environment and Supervision), che rappresenta uno dei casi che avremo potu-

to analizzare fra i tanti, è stata formulata da Mikko Saarikoski e Helena Leino-Kil-

pi (2002) per valutare l’ambiente e le procedure di supervisione per i futuri in-

fermieri durante i tirocini in reparto. Dopo aver condotto una review della lette-

ratura sul tema, gli autori hanno formulato un’indagine composta da 27 item

con risposte su una scala Likert a 5 livelli, organizzati preventivamente in 5 di-

mensioni. Lo strumento è stato somministrato a oltre 400 studenti in infermieri-

stica del secondo e terzo anno provenienti da scuole di dimensioni diverse col-
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locate in differenti aree della Finlandia, paese che ha ospitato lo studio. La vali-

dità di contenuto è stata attestata attraverso la review, la validità di facciata/

aspetto attraverso il confronto con un gruppo di esperti. Per la validità di co-

strutto gli autori hanno lavorato usando l’analisi fattoriale esplorativa nella qua-

le i fattori individuati (5, numero che conferma le dimensioni individuate pre-

ventivamente dagli autori ma con modi1che nella distribuzione degli item) co-

prono il 64% della varianza delle variabili; il 40% della stessa deriva dal fattore

relativo alla relazione di supervisione fra studenti e infermieri referenti che è

quindi l’aspetto a cui prestare maggiore importanza. L’af1dabilità della scala è

stata calcolata analizzando i valori del coef1ciente α di Cronbach per ciascuna

sottodimensione. 

In un articolo successivo, questa scala viene integrata con una nuova dimen-

sione (Saarikoski et al., 2008) relativa alla presenza di un nurse-teacher che si

occupi di fornire insegnamenti teorici e pratici agli studenti in formazione. La

validazione realizzata sui dati raccolti in un nuovo campione − sempre nel con-

testo 1nlandese con le stesse caratteristiche del precedente ma più numeroso

(N=549)  − porta alla de1nizione di una nuova scala di 34 item indicata con

l’acronimo CLES+T (Clinical Learning Environment, Supervision and Nurse Tea-

cher). In questo caso, gli autori dichiarano di aver lavorato su più modelli di fat -

torizzazione, sia utilizzando l’EFA che la PCA. Pur riconoscendo che la tecnica

più adeguata da utilizzare è l’analisi fattoriale poiché, tra l’altro, è di tipo infe-

renziale, scelgono la suddivisione in componenti fornita dalla PCA che restitui-

sce 5 dimensioni splittando in due una dimensione risultata particolarmente

ricca di item nei risultati dell’EFA con 4 fattori. 

Alcune dimensioni  della  scala  CLES+T,  quelle  relative  alle  caratteristiche

educative del reparto di tirocinio, sono state utilizzate in uno studio più recente

(Doyle et al., 2017) per valutare il punto di vista di 150 studenti in infermieristi-

ca sugli ambienti deputati al tirocinio clinico nel contesto australiano. In questo

caso, la tecnica di analisi per la riduzione delle dimensioni è stata la PCA che

ha condotto all’individuazione di due componenti in grado di sintetizzare gli

item. Gli autori le de1niscono “Happy to help” e “Happy to be here” e rappre-

sentano le caratteristiche che i membri dello staff devono possedere per ren-

dere l’esperienza di tirocinio ef1cace e soddisfacente per gli studenti. 

La scala CLES+T è stata tradotta e validata in più lingue fra cui italiano (To-

mietto et al., 2012) e spagnolo (Vizcaya-Moreno et al., 2015). 

Attraverso questa scala,  abbiamo visto come introduzione e rimozione di

nuovi item e traduzioni necessitino di nuove procedure di validazione. 
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EFA e PCA sono usate nella ricerca educativa anche in altri modi. Presentia-

mo alcuni casi che si discostano da quelli 1nora visti e che sono una possibile

strada da percorrere nell’analisi quando si lavora su grandi numeri di variabili. I

primi due studi riguardano l’uso di analisi fattoriale e delle componenti princi-

pali su questionari/raccolte dati che non si intende trasformare in scale ma che,

per essere letti e interpretati, vanno necessariamente strutturati secondo uno

schema che permetta di focalizzare l’attenzione su un numero ridotto di dimen-

sioni sottese alle misurazioni.  Il  terzo presenta invece un’azione di riduzione

delle variabili propedeutica all’applicazione di altre tecniche di analisi. 

Emilio  José  Delgado-Algarra  e  colleghi  (2019)  usano  l’analisi  fattoriale

esplorativa per lavorare su due temi emergenti in ambito formativo. Da un lato

ci sono i MOOC (Massive Open Online Courses) che rappresentano un forma-

to di corsi online che dal 2012 ha preso piede nello scenario internazionale e

che rappresentano uno strumento open di formazione per chiunque abbia a

disposizione un dispositivo e una connessione alla rete  (per un approfondi-

mento sui temi della open education si veda Nascimbeni, 2020). Dall’altra, tro-

viamo i temi della cittadinanza e della sostenibilità che hanno un posto sempre

più rilevante nei contesti educativi formali e sono 1nalizzati all’aumento della

partecipazione  ai  processi  politici  e  sociali,  alla  difesa  dei  diritti  universali,

all’assunzione di doveri e responsabilità secondo principi etici, allo sviluppo di

valori e comportamenti di rispetto e solidarietà a livello mondiale, all’uso cor-

retto delle risorse naturali con risvolti in ambito economico e sociale, alla difesa

dell’ambiente. Gli autori raccolgono dati su 161 MOOC dedicati al tema della

cittadinanza  e  della  sostenibilità  su  tre  piattaforme  internazionali:  Coursera,

edX e MiriadaX. Rispondono a domande di ricerca sulle caratteristiche tecni-

che e didattiche di tali MOOC usando gli strumenti della statistica descrittiva.

Per comprendere invece quali sono i trend dei MOOC che riguardano i temi

della cittadinanza e della sostenibilità e il loro intreccio usano l’EFA. Dopo le

veri1che sulla fattoriabilità, usano la PCA per l’estrazione dei fattori e ne sele-

zionano 6 che mescolano 16 indicatori descrittivi dei MOOC di cui 9 sulla cate-

goria della cittadinanza e 7 su quella della sostenibilità. Quattro fattori sono fo-

calizzati su una delle due dimensioni, i restanti due le mescolano. Si tratta dei

fattori a cui gli autori attribuiscono questi nomi: “cittadinanza socio-ecologica”

(inerente questioni ecologiche e impatto delle attività commerciali su welfare,

economia e ambiente)  e “cittadinanza austera”  (cittadinanza liberale,  uso di

carbone e acqua). I fattori individuati, senza costituire una scala, sono quindi

una lente attraverso la quale analizzare i MOOC che fanno parte del campione.
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In maniera simile, James Forrest e colleghi (2015) usano la PCA in un’indagi-

ne sul tema del razzismo nel multiculturale contesto australiano dove a scuola

bambini e ragazzi mentre sperimentano l’interazione con i pari si confrontano

con  atteggiamenti  di  intolleranza  che  generano  malessere  e  insuccesso

nell’apprendimento. Una survey è stata somministrata a livello statale su tali ar-

gomenti fra gli insegnanti delle scuole primarie e secondarie e i dati relativi a

1309 docenti  sono stati  analizzati.  L’articolo si  sofferma principalmente sulle

opinioni degli insegnanti in merito agli obiettivi dell’educazione multiculturale,

sull’ef1cacia delle strategie volte a promuovere l’inclusione, sugli atteggiamen-

ti relativi alla diversità e al multiculturalismo. I docenti sono in grado di andare

oltre i  loro privilegi essendo molto spesso nel contesto australiano, bianchi,

laureati e abbienti? Sono in grado di opporsi al razzismo nella vita quotidiana? 

Le alte correlazioni misurate fra le variabili hanno suggerito l’ipotesi che po-

tessero  esserci  delle  dimensioni  latenti  fra  gruppi  di  domande  proposte

nell’indagine. È stata così realizzata una PCA con la rotazione VARIMAX attra-

verso la quale 26 domande (variabili) sono state sintetizzate in 6 dimensioni

che hanno permesso di dare una lettura maggiormente consapevole dei risul-

tati della survey. 

I dati ottenuti nell’indagine sui docenti sono stati poi comparati con quelli

generali della popolazione per comprendere il ruolo che la scuola può eserci-

tare nella comunità per lo sviluppo di pratiche antirazziste e la valorizzazione

delle diversità culturali. 

L’ultima ricerca che presentiamo propone, come anticipato, l’uso di tecniche

di riduzione in concomitanza con altre tecniche di analisi. Nello studio “A study

of depression and anxiety, general health, and academic performance in three

cohorts of veterinary medical students across the 1rst three semesters of veteri-

nary school”, Allison M.J. Reisbig e colleghi (2012) affrontano il tema dei livelli

di ansia negli studenti in veterinaria. Usano un alto numero di variabili fra cui,

oltre a quelle demogra1che e personali (genere, scuola, religione), i risultati da

due scale: CES-D (Center for Epidemiologic Studies Depression Scale), sui li-

velli  di  depressione dei  soggetti  patologici  e  nella  popolazione generale  e

MHI-A (Mental Health Inventory) relativa ai livelli d’ansia. Aggiungono misure

su soddisfazione della propria vita, salute generale, successo accademico e 16

item su possibili fattori di stress per gli studenti di veterinaria. L’analisi fattoriale

esplorativa è stata utilizzata per determinare la presenza di sotto-scale (e quin-

di tratti latenti) sui fattori di stress. Ne sono state rilevate quattro con autovalore

superiore a 1 (stress universitario, stress di transizione, stress per la famiglia/sa-

lute, stress dovuto alle relazioni) che sono state utilizzate in successive analisi
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condotte attraverso la MANOVA (analisi multivariata della varianza di cui non ci

occupiamo in questo volume) e la regressione lineare (cap. 4) per comprende-

re quale relazione esiste fra essi e genere, ansia, depressione. Questa ricerca

mostra come l’analisi fattoriale esplorativa possa essere usata per riassumere le

dimensionalità (in questo caso sui fattori di stress) e ottenere un numero di fat-

tori ridotto da usare in analisi successive attraverso l’utilizzo di altre tecniche di

analisi multivariata. 

Suggeriamo di consultare fra le ricerche di ambito bibliometrico, ossia di

applicazione delle procedure matematiche e statistiche alle review e ai meta-

dati delle pubblicazioni (Donthu et al., 2021; Zupic & Cater, 2015), lo studio di

Carlos Rogério Montenegro de Lima e colleghi (2020) che usano l’analisi fatto-

riale e il multidimensional scaling (tecnica che permette di lavorare anche sulle

visualizzazioni  delle  relazioni,  vedi  capitolo  7)  per  condurre  una  literature-

based review sul 1nanziamento della sostenibilità nell'istruzione superiore con

lo scopo di mettere in luce le connessioni fra teorie e autori che si sono occu-

pati di questo tema nei precedenti tre decenni. 

Attraverso le due tecniche sono state indagate le relazioni fra citazioni e co-

citazioni di un campione di 745 articoli fra i 1880 pubblicati tra il 1994 e il 2018

su riviste internazionali ed estratte dal database Web of Science sul tema. Gli

articoli contenevano 19.916 citazioni di cui sono state analizzate soltanto le più

rilevanti. 

Sono state sviluppate alcune applicazioni in tale ambito, VOSviewer ne è un

esempio. Qui è usato BibExcel per estrarre le citazioni e creare la matrice delle

distanze che contiene sulle righe e sulle colonne gli stessi documenti/citazioni

e nelle celle corrispondenti la frequenza con cui ciascuna coppia di articoli è

stata citata insieme in un terzo paper (le co-citazioni sono appunto le coppie di

articoli citate in uno stesso articolo). Questa matrice è stata usata per condurre

l’EFA con una rotazione VARIMAX. L’EFA ha permesso di raggruppare gli arti-

coli in base a una struttura latente che rischia di sfuggire nelle literature review

classiche escludendo effetti dovuti alla soggettività del ricercatore. I fattori indi-

viduati, in questo caso cinque, corrispondono alle cinque aree di studio che

contraddistinguono il  campo di  ricerca del  1nanziamento della  sostenibilità

nell'istruzione superiore dalle quali si può partire per svolgere ulteriori ricer-

che, individuare i buchi di sapere e riassumere gli sviluppi in un determinato

periodo storico. I cinque fattori spiegano il 64,6% della varianza totale del mo-

dello. In questo caso sono gli articoli ad essere le variabili aggregate in fattori

(Tabella 3.10).
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Components

1 2 3 4 5

Lozano et al. (2013a, 2013b) 0.805

Verhulst and Lambrechts (2015) 0.795

Barth and Rieckmann (2012) 0.794

...

Haigh (2005) 0.831

Ryan et al (2010) 0.743

...

Trencher et al. (2013) 0.880

Stephens and Graham (2010) 0.816

...

Rittel and Webber (1973) 0.794

Komiyama and Takeuchi (2006) 0.734

…

Lidgren et al.(2006) 0.883

Alshuwaikhat and Abubakar 

(2008)

0.691

Cronbach’s alpha 0.920 0.884 0.870 0.602 0.633

Accumulated variance (%) 22.045 39.130 51.750 58.638 64.648

Tabella 3.10 - Alcune righe dei risultati dell’analisi fattoriale in una 

ricerca di ambito bibliometrico (de Lima et al., 2020, p. 450).

3.6 - L’uso dell’analisi delle corrispondenze nella ricerca edu-

cativa 

Anna Parola e Lucia Donsì  (2018) utilizzano l’analisi  delle corrispondenze

per indagare le dinamiche legate ai NEET (Not in Education Employment or

Training), giovani di età compresa fra i 15 e 34 anni che non sono impegnati in

attività di formazione né in attività lavorative. Rientrano in tale categoria gruppi

con caratteristiche diverse: disoccupati a breve o lungo termine, soggetti inatti-

vi per questioni familiari o di salute, lavoratori scoraggiati o che dif1cilmente
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riescono a rientrare nel mondo del lavoro e così via. Il fenomeno che interessa

paesi europei ed extra-europei (Giappone, Nuova Zelanda, Cina ecc.) è stretta-

mente legato alle politiche di occupazione giovanile e porta l’attenzione sulle

pratiche sociali ed educative dei contesti nei quali i soggetti coinvolti vivono.

Le ricadute sullo sviluppo dell’identità, sulla gestione del tempo, sull’acquisi-

zione di comportamenti scorretti (come fumo, abuso di alcol ecc.) o sulla com-

parsa di sintomi somatici o psicologici sono alcuni degli effetti  collegati alle

abitudini di vita dei soggetti identi1cati nella categoria NEET sui quali si con-

centrano le ricerche attuali. Lo studio qui presentato e realizzato nel contesto

italiano utilizza dati ISTAT nell’indagine multiscopo “Aspetti della vita quotidia-

na” (2016); le autrici selezionano quelli relativi al territorio campano. I dati fan-

no riferimento a 501 soggetti di età compresa fra i 20 e i 34 anni e raccolgono

opinioni e preferenze su tre macro aree: “modi di vivere il tempo libero, 1ducia

e partecipazione politica  e  sociale,  salute e benessere percepito” (Parola &

Donsì, 2018, p. 35). L’obiettivo della ricerca è quello di confrontare le abitudini

e le caratteristiche dei soggetti che rientrano nella de1nizione NEET con quelle

dei soggetti studenti o lavoratori di pari età e provenienza geogra1ca. A tale

scopo,  nell’articolo  viene illustrata  la  visualizzazione gra1ca dell’analisi  delle

corrispondenze multiple realizzata (Figura 3.16). Le 26 variabili con le 82 mo-

dalità ad esse collegate vengono rappresentate in un biplot nel quale le due

dimensioni spiegano l’80% della varianza (inerzia totale). Alla prima dimensio-

ne (inerzia = 62%) contribuiscono maggiormente le modalità legate all’uso del

tempo: si passa dall’inattività (semiasse positivo) all’attività (semiasse negativo).

Sul secondo asse (inerzia = 18%) rileviamo le modalità legate alla soddisfazio-

ne negativa e positiva sui semiassi corrispondenti. Le tre categorie (NEET, stu-

denti, lavoratori) si collocano in tre quadranti diversi. 

Questo permette abbastanza intuitivamente di associare abitudini  e com-

portamenti a un gruppo piuttosto che a un altro. I NEET si trovano nel quadran-

te caratterizzato da inattività e insoddisfazione: non sono coinvolti  in attività

sportive, culturali e sociali, de1niscono media/scarsa la loro salute, sono s1du-

ciati nei rapporti con gli altri e nella percezione del futuro; gli studenti sono nel

quadrante attività e soddisfazione: sono coinvolti in attività culturali e politiche,

de1niscono buona la loro salute e credono che la loro situazione futura miglio-

rerà; gli occupati sono nel quadrante attività e insoddisfazione: sono attivi nella

vita sociale, 1duciosi negli altri, poco soddisfatti però del loro tempo libero.

Dallo studio deriva una de1nizione dei giovani adulti NEET che, proprio dal ti-

tolo dello stesso contributo, appaiono come “sospesi nel tempo”, persi cioè

nell’eccessivo tempo a loro disposizione e incapaci  di  progettare un futuro

possibile. 
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Figura 3.16 – Biplot dell’analisi delle corrispondenze multiple in uno

studio sui NEET (Parola & Donsì, 2018, p. 42).

Simile nella tipologia di risultati forniti è lo studio di Emilia Kmiotek-Meier e

colleghi (2019) che lavorano sul tema della mobilità per motivi di studio o lavo-

ro in sei paesi europei occupandosi in particolare degli ostacoli che si possono

incontrare prima e durante l’esperienza all’estero (risorse economiche, incom-

patibilità dei regolamenti delle istituzioni, conoscenza della lingua, relazioni so-

ciali e così via). La mobilità è motivo di arricchimento delle conoscenze lingui-

stiche e non solo, dei percorsi formativi, delle esperienze anche interculturali:

una ricchezza per l’individuo e le comunità. Gli autori forniscono la mappa per-

cettiva dei risultati raccolti attraverso una survey a cui hanno risposto 1682 sog-

getti divisi fra lavoratori e studenti di scuola, università e percorsi professionali.

Nella tradizione dei multi methods, gli autori hanno integrato tali risultati con

140 interviste attraverso le quali è stato possibile abbinare gli ostacoli a una

fase della mobilità (prima o durante). 

Restando però nel contesto italiano, interessante per conoscere un’altra mo-

dalità di applicazione della MCA è lo studio di Marco Centoni e Antonello Ma-

ruotti (2021) sul tema della valutazione dei corsi universitari.  In questo caso,

poniamo l’attenzione sul modo in cui l’analisi delle corrispondenze multiple è

stata usata in combinazione con la cluster analysis gerarchica, tecnica che ap-

profondiremo nel capitolo 6, utile per creare gruppi fra unità statistiche simili

all’interno di un campione. 
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Gli autori si focalizzano sull’importanza che in vari contesti internazionali as-

sume la ricerca sulla valutazione delle attività didattiche da parte degli studen-

ti, valutazione 1nalizzata a migliorare i percorsi formativi, rilevare punti di debo-

lezza, riorganizzare i materiali, comprendere fenomeni di dropout e così via.

Nei processi di assicurazione della qualità nel contesto italiano, ben noti in am-

bito accademico, gli studenti sono coinvolti in piccoli numeri nelle attività di

autovalutazione, valutazione periodica e accreditamento (AVA). Tutti gli imma-

tricolati nelle università, invece, sono interessati nella rilevazione della soddi-

sfazione e della valutazione sui corsi attraverso la compilazione obbligatoria di

questionari  per  ciascun  insegnamento  con  un  set  di  domande  de1nite

dall’ANVUR (Agenzia nazionale di valutazione del sistema universitario e della

ricerca). I questionari, uguali per l’intero territorio nazionale, differiscono da al-

tri strumenti valutativi in altri sistemi internazionali. Proprio tali questionari sono

parte del dataset utilizzato nello studio insieme a variabili relative a caratteristi-

che personali e di partecipazione ai corsi di laurea rilevate in maniera del tutto

anonima per gli studenti coinvolti nell’analisi e iscritti presso l’ateneo LUMSA

(Libera Università Maria Ss. Assunta), sede dell’indagine. Gli autori individuano

più domande di ricerca che si concentrano sulle relazioni che intercorrono fra

la soddisfazione generale degli studenti e la percezione della qualità dell’inse-

gnamento, la struttura dei corsi, il genere e l’interesse ai temi delle discipline

da parte degli studenti. La MCA, utile a rilevare le strutture latenti che formaliz-

zano tali relazioni, è stata condotta prima sull’intero campione e in seguito su-

gli otto corsi di laurea dedicati alle scienze sociali alla LUMSA. La Tabella 3.11

de1nisce  il  signi1cato  delle  prime due dimensioni  identi1cate  per  ciascuna

MCA. 

Per ogni analisi delle corrispondenze realizzata, gli autori riportano gli isto-

grammi che rappresentano il contributo di ciascuna modalità alle prime due

dimensioni, il  biplot nel quale l’intensità del contributo di ciascuna modalità

(ctr) è contrassegnata da un colore e, nei casi dei singoli corsi di laurea, anche

una rappresentazione dei cluster calcolati a partire dalle coordinate dei punti

che rappresentano ciascun studente nella MCA condotta sulle righe. La Figura

3.17 è relativa al corso di laurea in economia. Le prime due dimensioni, nomi-

nate “organizzazione del corso” e “qualità del docente”, spiegano il 74,3% del-

la varianza. I tre cluster identi1cati distinguono gli studenti in base alle loro va-

lutazioni:  completamente positive,  parzialmente positive,  negative sia per la

soddisfazione riferita al corso che per quella riferita al docente. 



96  - Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

Lo studio consente quindi di identi1care alcuni elementi particolarmente ri-

levanti nelle valutazioni degli studenti e, attraverso la cluster analysis, ne valo-

rizza l’eterogeneità.

Degree
De.nition of the 

First Dimension

De.nition of the 

Second Dimension

All Course organization Lecturer behaviour

Economic Course organization Lecturer quality

Marketing Course organization Lecturer behaviour

Psychology Course expectation Lecturer performance

Law (Rome) Lecturer behaviour Course organization

Law (Palermo) Lecturer quality Lecturer performance

Social Work Course organization Lecturer performance

Education Course organization Lecturer quality

Tabella 3.11 – De1nizione delle componenti principali sulle 

valutazioni da parte degli studenti dei corsi di laurea della LUMSA 

(Centoni & Maruotti, 2021, p. 7). 

Figura 3.17 - Rappresentazioni gra1che relative al corso di laurea in 

economia presso la LUMSA. Area superiore: contributi alle dimensioni. 

Area inferiore, gra1co a sinistra: rappresentazione delle dimensioni nel 

piano; gra1co a destra: cluster gerarchico in base alle preferenze degli 

studenti (Centoni e Maruotti, 2021, p. 8).
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Proseguiamo con un caso che, pur restando nel settore dell’alta formazione,

si distingue da quelli trattati 1nora poiché utilizza come unità statistiche le disci -

pline invece degli individui e delle loro opinioni/caratteristiche. Si tratta dello

studio “The surprising persistence of Biglan’s classi1cation scheme” di Adrian

Simpson (2015) dedicato alla classi1cazione delle discipline dell’alta formazio-

ne. Obiettivo dell’analisi è identi1care eventuali similarità fra le discipline distri-

buite fra le istituzioni che le propongono nel Regno Unito.  Una precedente

classi1cazione a cui  si  fa riferimento è lo schema di Biglan, sviluppato sulla

base delle osservazioni di accademici statunitensi (contesto diverso a quello

dello studio di Simpson). Essa identi1ca tre dimensioni che distinguono le di-

scipline in hard/soft per il livello di condivisione delle teorie di base, pure/ap-

plied per il rapporto con la risoluzione di questione pratiche,  life/nonlife per

differenziare oggetti di studio che hanno a che fare con sistemi biologici e si-

stemi inanimati o astratti. 

Lo studio analizza più di 23mila corsi di laurea in 113 istituzioni con 82 disci-

pline. Di queste solo 51 sono presenti nello schema di Biglan e classi1cate in

base alle tre dimensioni. L’analisi delle corrispondenze semplici è stata effet-

tuata quindi su una tabella di contingenza di 82 per 113. La Tabella 3.12 mo-

stra le dimensioni per le quali si è registrato un valore dell’inerzia superiore al

2%, le prime due dimensioni coprono il 25,7% della varianza del dataset e dal

test del c2 sembrano coincidere con le dimensioni hard/soft, pure/applied nel

confronto con lo schema di Biglan. 

I logistic plot ai lati del biplot in Figura 3.18, che comprende le 51 discipline

già classi1cate, mostrano che il segno delle coordinate dei punti differenzia le

discipline in base alla classi1cazione già nota (corrispondenza dell’89% delle

discipline nella dimensione 1, 94% nella dimensione 2). 

L’analisi delle corrispondenze è stata ripetuta sull’intero campione e le disci-

pline non classi1cate sono state inserite in un quadrante che rispecchia posizio-

ni convincenti. La geologia ad esempio è nel quadrante hard/pure, così come

la teologia nel soft/pure (Figura 3.19). L’analisi ha una validità predittiva per in-

serire le discipline non classi1cate nello schema oggetto dello studio. 

Concludiamo questa breve rassegna, suggerendo uno studio di matrice so-

ciologica sul tema dell’uso sociale di Internet fra gli adolescenti in due paesi,

Germania e Norvegia, di Tomasz Drabowicz (2017) come esempio di utilizzo

delle variabili supplementari in una analisi delle corrispondenze. 
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Dimension Value Inertia (%) Cumulative inertia (%)

1 0.321318 17.6 17.6

2 0.146521 8.0 25.7

3 0.091230 5.0 30.7

4 0.069890 3.8 34.5

5 0.067433 3.7 38.2

6 0.057522 3.2 41.3

7 0.052371 2.9 44.2

8 0.048724 2.7 46.9

9 0.047405 2.6 49.5

10 0.045890 2.5 52.0

11 0.043948 2.4 54.4

12 0.042319 2.3 56.7

13 0.038560 2.1 58.8

14 0.036828 2.0 60.9

Tabella 3.12 - Dimensioni che contribuiscono per più del 2% all’inerzia 

del modello di analisi delle corrispondenze per la classi1cazione delle 

discipline dell’alta formazione (Simpson, 2015, p. 6). 

Figura 3.18 - Biplot delle analisi delle corrispondenze sulle prime due 

dimensioni, con i logistic plot delle discipline universitarie nella 

classi1cazione esistente (Simpson, 2015, p. 7).
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Figura 3.19 - Biplot delle analisi delle corrispondenze sulle prime 

dimensioni delle discipline precedentemente non classi1cate in uno 

studio per la classi1cazione delle discipline dell’alta formazione  

(Simpson, 2015, p. 8).
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CAPITOLO 4
REGRESSIONE LINEARE  

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· descrivere le procedure alla base della regressione lineare semplice e 

multivariata;

· spiegare i valori relativi alla significatività e bontà dei modelli di regres-

sione lineare;

· elencare esempi della ricerca educativa nei quali è stata utilizzata la re-

gressione lineare multivariata.

4.1 - Regressione lineare

La regressione lineare rappresenta forse il metodo di analisi bivariata e mul-
tivariata più noto nelle scienze sociali. È una tecnica molto utilizzata anche in al-
tri ambiti scienti'ci (ingegneria, matematica, 'sica ecc.) ma con “nomi” diversi:
approssimazione, interpolazione, 'tting. 

Si tratta di una tecnica di dipendenza de'nita asimmetrica poiché alle varia-
bili impiegate non viene attribuito lo stesso ruolo: quelle de'nite indipendenti
vengono utilizzate per stimare (o approssimare) il comportamento di un’unica
variabile de'nita dipendente. Conosciamo già i termini “dipendente” e “indi-
pendente” e il loro signi'cato (vedi capitolo 2). Nel metodo della regressione
le variabili indipendenti,  xi, sono anche de'nite regressori, predittori, variabili
esplicative e possono essere di tipo quantitativo o qualitativo (in quest’ultimo
caso sono trattate come dummy o opportunamente trasformate); la variabile
dipendente, y, detta anche variabile risposta, è una variabile necessariamente
quantitativa (se y è una variabile categoriale o ordinale, si parla di regressione
logistica, tecnica descritta nel capitolo successivo). 

Predire il comportamento della variabile dipendente è lo scopo principale
dei metodi di regressione nella formulazione e risoluzione dei problemi di ri-
cerca. La regressione è usata però anche per spiegare gli effetti delle variabili
indipendenti sulla variabile dipendente a partire dalla rilevazione della signi'-
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catività e dell’intensità degli stessi effetti, della forza cioè, con cui si manifesta-
no. 

Nella pratica, in maniera estremamente sintetica, l’uso di questo metodo ci
porta a de'nire la relazione che lega le xi alla y e che viene espressa attraverso
una funzione matematica in base alla quale possiamo: 

● calcolare i valori della y stimati a partire da quelli delle xi non osservati; 

● attribuire un’interpretazione ai parametri che compongono la funzione 
e de'niscono la relazione fra le variabili; 

● confrontare modelli costruiti utilizzando variabili e tecniche diverse. 

Alla luce di quanto detto, possiamo perciò de'nire la regressione come un
metodo model-based ossia 'nalizzato all’individuazione di un modello statisti-
co e, dunque, di una funzione matematica (de'nita da una formula e, se possi-
bile, rappresentata attraverso una curva geometrica) che descriva l’andamento
della distribuzione dei dati raccolti empiricamente, dando una forma regolare
alla relazione che esiste fra la variabile dipendente e la/le variabili indipenden-
ti. 

Marcello Galli e Tommaso Minerva (1999) affermano che:

“Un modello statistico è una rappresentazione sempli�cata, analogica 

e necessaria della realtà derivata da osservazioni sperimentali oltre che

da deduzioni logiche. L'aspetto dialettico nella costruzione di un 

modello statistico deriva dalle opposte esigenze di sempli�care la 

struttura senza perdere in fedeltà, e tale con itto è ineliminabile. Infatti,

tutti i modelli sono intrinsecamente sbagliati: essi sono parzialmente e 

provvisoriamente utili, e sono destinati a essere sostituiti con l'avanzare

del progresso scienti�co e l'af�namento della conoscenza. Ciò che 

realmente conta non è la validità ontologica delle relazioni accertate 

ma l'ef�cacia comparata in rapporto agli obiettivi. È l'obiettivo, infatti, 

che rende utile, ef�cace e temporaneamente valido il modello.” (ivi, p. 

5/48)

Speci'care un modello signi'ca: de'nire la funzione che lega y con le xi ; de-
'nire le xi incluse nella relazione; de'nire l’insieme dei parametri legati alle xi .
Come abbiamo appena letto, non esistono modelli perfetti e assoluti; esistono
modelli che in maniera più completa di altri riescono a esprimere relazioni fra
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variabili in relazione agli obiettivo di studio. Pertanto da un lato è necessario
fare delle scelte nella fase di analisi anche basandosi sulla conoscenza del fe-
nomeno che si sta studiando, dall’altro è indispensabile capire i limiti di validità
dei modelli ottenuti. 

La formulazione generica per descrivere la funzione, la relazione cioè fra y e
le xi è 

(4.1)

Ŷ  =  f (xi)  +  ε

 

dove Ŷ è la variabile dipendente stimata, f la funzione matematica/il tipo di
relazione, xi le variabili indipendenti/esplicative/regressori e ε l’errore casuale. 

Nella regressione lineare, come dice il nome stesso, la funzione che esprime
la relazione fra le variabili è una retta. Non necessariamente la relazione fra due
variabili assume la “forma” di una retta: ci sono curve come parabole, esponen-
ziali, logaritmiche, funzioni periodiche, iperboli e altre. Certamente la retta è la
curva più semplice da studiare e pertanto la si preferisce alle forme non lineari
anche per via di una maggiore solidità del modello statistico sottostante. Molto
spesso nel caso in cui le distribuzioni non siano interpolate da una retta, ven-
gono applicate trasformazioni ai dati per poter far rientrare il caso studiato in
quello lineare. Non sempre questa operazione è possibile e di conseguenza al-
tri strumenti e altri metodi sono usati per analisi di tipo non lineare. 

Distinguiamo la regressione lineare in semplice o multivariata in base al nu-
mero di variabili indipendenti considerate. La regressione semplice rientra fra
le tecniche di analisi statistica bivariata e prende in considerazione un’unica va-
riabile indipendente come predittore della y. La regressione multivariata utiliz-
za più variabili indipendenti per de'nire la y. 

Partiamo nella nostra discussione parlando di regressione lineare semplice
per poter comprendere il processo alla base del metodo multivariato. 

Regressione lineare semplice 

Come anticipato, nella regressione lineare semplice abbiamo due variabili,
x e y, e n osservazioni raccolte empiricamente. 

La x potrebbe essere il voto agli esami di maturità per gli n studenti di una
scuola secondaria di secondo grado di una certa città e la y la media dei pun-
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teggi conseguiti negli esami sostenuti durante il primo anno all’università. Op-
pure la x il numero di libri letti in un anno da n bambini della quarta primaria in
estate e la y la velocità di lettura degli stessi al rientro dalle vacanze. O ancora
la x la durata di n videolezioni inserite in un corso online e la y il numero di vi-
sualizzazioni da parte degli utenti iscritti. 

Il nostro scopo è veri'care se esiste una relazione fra le variabili x e y e capi-
re se questa relazione può essere sintetizzata nell’andamento di una retta. Co-
noscere la formula matematica che descrive la relazione ci permette di dire con
quanta forza il fenomeno rappresentato dalla variabile  x incide sul fenomeno
determinato dalla y e ci dà la possibilità di stimare il valore della y per nuovi va-
lori della x non osservati. 

Riprendendo gli esempi che torneranno utili anche nel seguito della discus-
sione: quanto il voto in uscita di uno studente delle scuole secondarie condi-
ziona i punteggi dei risultati negli esami nel primo anno di università? Possia-
mo stimare la media degli esami delle matricole per un nuovo gruppo di stu-
denti una volta che sono noti i voti degli esami di maturità? 

O ancora: che tipo di relazione lega la durata dei video al numero delle cor-
rispettive visualizzazioni? Riusciamo a veri'care l’ipotesi che più brevi sono i vi-
deo e più numerose sono le visualizzazioni da parte degli utenti in un corso on-
line? 

Come possiamo scrivere questi fenomeni in un’equazione matematica? 

Ipotizziamo che la relazione fra i fenomeni descritti abbia un andamento li -
neare, rappresentiamo i dati raccolti empiricamente in uno scatterplot e sce-
gliamo la retta più vicina ai punti riportati di cui calcoliamo l’equazione. 

L’equazione di una retta generica che lega  y e  x in una relazione lineare
semplice è:

(4.2)

y  = a  +  bx

dove 

● a è detta intercetta ed è il valore di y in corrispondenza di x uguale a 0. 
Gra'camente a è il valore di y nel punto in cui la retta tracciata interseca 
l’asse delle ordinate. Negli esempi, a è la velocità di lettura di un bambi-
no che abbia letto 0 libri durante l’estate; 
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● b è il coef'ciente angolare della retta, ossia l’inclinazione della retta nel 
piano. In ambito statistico b è de'nito coef�ciente di regressione e rap-
presenta il valore aggiunto alla y aumentando la x di una unità. Negli 
esempi, b è la quantità che aggiungiamo al calcolo della velocità di lettu-
ra per ogni libro in più che un bambino legge durante le vacanze estive. 
b può assumere valori positivi e negativi che indicano una dipendenza 
positiva o negativa fra le due variabili. Assume il valore 0 quando la retta 
disegnata è parallela all’asse delle ascisse e di conseguenza le variabili 
sono completamente indipendenti dato che la y resta costante per qua-
lunque valore assunto dalla x . Negli esempi: b = 0 se la velocità di lettura
resta la stessa qualunque sia il numero di libri letto dai bambini del cam-
pione analizzato. Di conseguenza i due fenomeni, lettura estiva dei libri e 
velocità di lettura, risultano essere completamente indipendenti.

Figura 4.1 -  Tre esempi di rette di regressione con b > 0,  b < 0, b = 0 .

Nella Figura 4.1 sono presenti tre rappresentazioni gra'che di rette di re-
gressione lineare.

Nell’esempio A all’aumentare del valore delle  x, aumentano anche i valori
delle y, come nel caso in cui all’aumentare del voto degli esami di maturità, au-
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menta anche la media dei voti degli esami del primo anno conseguiti dalle ma-
tricole. Il valore di b è in questo caso positivo. 

L’esempio B con  b negativo potrebbe invece essere la  rappresentazione
gra'ca dell’evento in cui il numero di visualizzazioni diminuisce all’aumentare
della lunghezza dei video. 

Negli esempi A e B osserviamo una correlazione fra le variabili poiché esse
variano insieme; nell’esempio C vediamo una perfetta indipendenza di  x e  y:
per qualunque quantità aumenti il valore di  x  ,  y resta costante.  b in questo
caso è pari a 0. 

La formulazione statistica dell’equazione della retta di regressione prevede
che nel calcolo del valore della y sia aggiunta anche la quantità ε, ossia una va-
riabile casuale che de'nisce l’errore, la variabilità non spiegata che intercorre
fra i valori reali e quelli stimati della y, espressa nella formula (4.3) e visualizzata
nella Figura 4.2 come distanza verticale (non perpendicolare!) fra i punti osser-
vati e la retta di regressione. 

(4.3)

y  = a +  bx  +  ε dove  ε  = y  − ŷ

Essendo ε una variabile casuale è necessario de'nirne, ovvero fare ipotesi,
sulla distribuzione. Nel caso della regressione lineare l’assunto è che la ε sia di-
stribuita come una normale standardizzata, ossia con media nulla e varianza
costante.

Il processo di stima nella regressione lineare consente quindi di ottenere sia
una stima del valore della variabile dipendente sia una stima dei residui, ossia
gli stimatori εi dell’errore. 

L’analisi  dei residui  è una fase molto importante della regressione lineare
perché consente di fornire delle valutazioni sulla bontà del modello di appros-
simazione adottato. In particolare, la loro distribuzione deve risultare il più vici-
no a una normale con media 0 e varianza costante per soddisfare l’assunto di
normalità della componente casuale. 
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Figura 4.2 – Visualizzazione dei residui. ε è pari a 0 se valori reali e 
stimati coincidono. 

Possiamo a questo punto comprendere come calcolare a e b.

a e b vengono calcolati come quelle quantità che rendono minima la som-
ma dei quadrati dei residui, ossia delle distanze fra i valori realmente osservati
della y e i valori della y ottenuti dall’equazione della retta e dunque stimati. Nel
calcolo le distanze sono al quadrato; se non lo fossero, la loro somma risulte-
rebbe tendere a 0.

In base a questo metodo, detto dei  minimi quadrati (OLS, Ordinary Least
Squares in inglese), possiamo de'nire come seguono i valori di  a e b (queste
formule non ci devono spaventare perché i principali software di analisi statisti-
ca hanno delle funzioni che calcolano in maniera automatica i parametri a e b
delle rette di regressione insieme, ovviamente, come diremo, a molti altri para-
metri).   

(4.4)

b  =  
σ xy

σ x

2
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(4.5)

a  =  ȳ  −  b⋅̄x

b è quindi il rapporto fra la covarianza di x e y e la varianza di x. 

a la differenza fra la media delle y e b per la media delle x e coincide con il
coef'ciente di correlazione se x e y hanno la stessa varianza. 

Noti a e b , siamo in grado di scrivere l’equazione della retta di regressione
che interpola la nuvola di punti nello scatterplot e di calcolare i nuovi valori as-
sunti dalla y 'ssando valori per la x. 

Ad esempio, parlando di velocità di lettura, sapendo che a scopo esempli'-
cativo, a = 12 e b = 3, potremo stimare la velocità di lettura di un bambino della
quarta elementare usando la seguente formula: 

(4.6)

velocità  di  lettura  = 12  +  3  ×  numero  di  libri  letti  

Per ogni nuovo libro letto, la velocità aumenta di 3 unità (1 libro => velocità
15; 2 libri => velocità 18; 5 libri => velocità 27). Un bambino che non ha letto
alcun libro, avrà una velocità di lettura pari a 12 ossia al valore del parametro a.

Si tenga presente un aspetto importante: l’ambito statistico è molto diverso
da quello analitico. Nell’ambito statistico le variabili sono “casuali”, il modello
stesso  di  regressione  include  una  componente  “casuale”.  È  indispensabile,
pertanto, tenere conto di alcuni aspetti che completano il processo di stima:

● i parametri a e b sono essi stessi delle variabili casuali e pertanto i valori
che si determinano rappresentano delle “stime” puntuali cui sono asso-
ciati dei livelli di signi'catività; 

● è necessario effettuare una profonda analisi dei residui per valutarne la
normalità e l’omoschedasticità (assunti  di  base del modello)  e anche
una stima dell’errore che si commette. Una corretta analisi dei residui ci
fornisce informazioni importanti sulla validità del modello adottato ov-
vero sulla necessità di effettuare trasformazioni sulle variabili o addirittu-
ra investigare modelli formalmente più complessi.
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Regressione lineare multivariata

Molto spesso per spiegare un fenomeno non basta studiare soltanto una ti-
pologia di eventi a esso collegata. Risulta più ef'cace nell’analisi introdurre più
variabili per considerare come ciascuna di esse è collegata al fenomeno che
stiamo studiando. Si inseriscono così altre variabili,  x1,  x2,  x3, … ,  xn, scelte in-
nanzitutto a partire da un framework teorico e logico che può giusti'care il mo-
dello statistico che stiamo elaborando. Il passaggio da una variabile indipen-
dente  a  più  variabili  indipendenti  segna il  passaggio dall’analisi  bivariata  a
quella multivariata e di conseguenza da una regressione (lineare) semplice a
una multivariata. 

In questo caso non possiamo fare af'damento sulla rappresentazione gra'-
ca poiché all’aumentare delle variabili, e di conseguenza, delle dimensioni di
cui è composto il sistema, non è possibile predisporre una visualizzazione della
relazione individuata. Riusciamo a rappresentare gra'camente la “forma linea-
re individuata” solo in modelli con due variabili indipendenti come un piano in
un sistema tridimensionale. Tuttavia quello che abbiamo detto (e “visto” in Fi-
gura 4.1) per la regressione lineare semplice è suf'ciente per comprendere
cosa accade quando lavoriamo con più variabili. 

Aumentare il numero di variabili nell’analisi aumenta l’accuratezza della pre-
dizione nel modello statistico. Determinare i voti degli studenti del primo anno
dell’università a partire unicamente dal voto della maturità è molto diverso dal
tentare di predirli (statisticamente parlando, meglio stimarli) tenendo in consi-
derazione anche i dati anagra'ci, il numero di ore di studio per settimana, il li-
vello di motivazione. 

L’equazione del modello statistico con più predittori può quindi essere scrit-
ta come segue: 

(4.7)

y  = a  +  b
1
x

1
 +  b

2
x

2
 +  b

3
x

3
 +  ⋯  +  bn xn  +  ε

dove gli xn sono i predittori e le bi sono i coef'cienti parziali di regressione e
indicano quanto la y aumenta a causa di una variabile tenendo costanti tutte le
altre. 

Cosa signi'ca? Consideriamo il caso già proposto in cui la velocità di lettura
sia la nostra y. Oltre al numero di libri letti in un anno (x1), aggiungiamo in un
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modello multivariato altre variabili esplicative come la conoscenza delle regole
grammaticali misurata in un questionario (x2), il livello di piacere nella lettura in
una scala con punteggi da 1 a 5 (x3), la presenza di disturbi dell’apprendimento
con una variabile binomiale: diagnosi di DSA, sì/no (x4). Aumentando di una
unità il numero di libri letti in un anno x1, la y incrementerà il suo valore della
quantità b1 purché i valori di x2, x3, x4 restino invariati. b1 rappresenta la quantità
nel valore della y che distingue uno studente che ha letto 3 libri da un compa-
gno che ne ha letti 4 avendo una stessa conoscenza delle regole grammaticali,
uno stesso livello di piacere della lettura e uno stesso quadro in riferimento alla
diagnosi di DSA. 

Le variabili binomiali o dummy (come ad esempio  x4) non fanno altro che
modi'care il valore dell’intercetta di una quantità pari al corrispondente coef'-
ciente parziale di regressione quando assumono il valore 1; la loro inOuenza
nel calcolo è nulla quando il loro valore è pari a 0. 

Poiché l’individuazione di un modello comporta una sempli'cazione della
realtà osservata, prima di applicare queste procedure, è indispensabile veri'-
care alcuni assunti sulle singole variabili dello studio, sul modello di regressio-
ne individuato e sui residui per capire se gli errori veri'cati sui valori della va-
riabile indipendente sono determinati dal caso o da motivazioni legate ai dati e
alla loro rilevazione. 

Fra gli assunti da tenere in considerazione:

● indipendenza dei casi. Le osservazioni devono essere estratte a caso, non
devono essere rilevati errori di misurazione ossia non deve esserci una 
correlazione fra gli errori di stima della variabile dipendente e i regresso-
ri. 

● dimensioni del campione. Anche se non ci sono regole precise, si assume
che dovrebbe esserci almeno un rapporto di 5:1 fra osservazioni e varia-
bili dello studio (Plonsky & Ghanbar, 2018). 

● linearità. La matrice di correlazione fra y e xi fornisce informazioni a priori 
sulla linearità della relazione mentre una adeguata analisi dei residui ne 
fornisce una robusta valutazione a posteriori. Se l’assunto di linearità non 
dovesse essere veri'cato, si possono applicare trasformazioni dei dati in 
forme lineari (ad es. con i logaritmi), considerare relazioni non lineari (ad 
es. regressione polinomiale, dove le variabili indipendenti sono elevate a
una qualche potenza), o ancora suddividere il campione in sottogruppi 
dove per ciascuno è possibile identi'care un modello lineare. 
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● indipendenza dei regressori. Viene veri'cata evitando, o limitando, feno-
meni di multicollinearità per fare in modo che l’effetto esercitato da ogni 
regressore sia indipendente da quello degli altri regressori. Se dovessero
esserci correlazioni fra i regressori che quindi variano insieme, risulterà 
dif'cile valutare gli effetti predittivi di ciascuna variabile perché gli eventi 
osservati si modi'cano simultaneamente e si inOuenzano l’un l’altro. 

● normalità: la normalità (e quindi la simmetria) della distribuzione dei resi-
dui è l’assunto di base per lavorare sulla signi'catività del modello con in-
tervalli di con'denza e test di ipotesi. 

● omoschedasticità: la varianza degli errori deve essere costante e non as-
sociata a un determinato regressore o alla variabile dipendente. Se la va-
rianza fosse estremamente ampia per alcune osservazioni oppure fosse 
correlata a un determinato regressore o alla y, nel modello potremmo 
non aver tenuto in debita considerazione tutte le possibili relazioni fra gli 
eventi.  

Gli effetti di multicollinearità o di bassa correlazione con alcune variabili ci
inducono a effettuare una selezione delle variabili (che implica una selezione
del modello). Il processo di selezione delle variabili è spesso un processo com-
plesso e non necessariamente univoco.

4.1.1 - Interpretazione e af�dabilità dei modelli, selezione del-

le variabili 

Che signi'cato attribuire ai parametri trovati? Quali indicatori ci garantisco-
no l’af'dabilità del modello? E quali indicano il grado di generalizzabilità dei ri-
sultati ad altri campioni? 

Rispondere a queste domande ci permette sia di interpretare i valori 'nora
calcolati, sia di fare un ulteriore passaggio e muoverci dalla statistica descrittiva
a quella inferenziale. 

Consideriamo in Tabella 4.1 un esempio dei principali indicatori restituiti dal
software di analisi statistica R relativi a un modello di regressione lineare multi-
variata. Lo studio di cui riportiamo i risultati (De Santis et al., 2019) condotto dal
team di coordinamento di EduOpen era 'nalizzato all’individuazione di un ap-
proccio per selezionare un modello di regressione lineare multivariata che sti-
masse la percentuale di completamento dei MOOC della stessa piattaforma da
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parte degli utenti (y). 24 predittori sono stati raccolti in 4 categorie: pro'lo de-
gli utenti, partecipazione al corso, attività completate, caratteristiche dei corsi. 

Regression model for CRATE 

Residual standard error: 0.2165 on 705 DF 

Residuals: 

Min        1Q        Median    3Q       Max 

-1,633   -0,126   -0,0324   0,155   0,547 

Multiple R-squared:  0,756 

Adjusted R-squared: 0,7504 

F-statistic: 136,5 on 16 and 705 DF, p-value: < 2,2e-16 

Variable Coe�cient SE t-test p-value

(Intercept) * -0,247 0,085 -2,897 0,004

GENDER * -0,049 0,017 -2,804 0,005

DEGREE * 0,013 0,006 2,065 0,039 

AGE * -0,011 0,004 -2,446 0,015 

CHILDREN 0,031 0,021 1,514 0,130 

SECTOR -0,003 0,002 -1,526 0,127 

EFFORT 0,001 0,000 1,715 0,087 

DROPOUT_TOT -0,013 0,007 -1,865 0,063

DROPOUT_INT 0,012 0,008 1,504 0,133 

DROPOUT_LEA 0,014 0,008 1,700 0,090 

DROPOUT_NAV 0,012 0,008 1,544 0,123 

MOTIVATION * 0,003 0,001 2,043 0,041 

CLICKS_TRACKED * -0,042 0,009 -4,802 0,000

CLICKS_TOTAL * 0,220 0,013 16,919 0,000 

CTUTORED * 0,064 0,026 2,517 0,012

CCAT * 0,126 0,029 4,288 0,000 

CHOUR * 0,016 0,003 4,899 0,000

LEGEND: 

DF = Degree of Freedom

SE = Standard Error 

* = variable with p-value < 0,05 at 95% signiBcance level 

Tabella 4.1 - Esempio di regressione lineare multivariata realizzata 
con un processo di selezione delle variabili stepwise in cui la 
variabile dipendente CRATE rappresenta la percentuale di 
completamento delle attività in un MOOC (ripreso e integrato da De 
Santis et al., 2019, p. 154). La funzione usata in R per le procedure di 
analisi legate alla regressione lineare è lm (libreria: stats).
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L’analisi ha portato alla conclusione che il modello più convincente fra quelli
studiati era quello che attribuiva maggiore potere predittivo alle variabili relati -
ve al numero di click degli utenti nei corsi (ossia al loro comportamento in piat-
taforma).

Nella riga introduttiva della Tabella 4.1 sono elencati i valori che ci restituisco-
no delle valutazioni complessive sull’intera regressione e cioè: 

● Residual standard error: è la radice del rapporto fra il quadrato dei resi-
dui e i gradi di libertà. Ci dice di quanto i valori della y si discostano me-
diamente dal valore reale. Più basso sarà tale valore, maggiore sarà la 
bontà del modello di regressione (se fosse pari a 0, il modello corri-
sponderebbe perfettamente ai dati osservati). Nel calcolo del RSE ven-
gono utilizzati i gradi di libertà (df = degree of freedom) ossia la diffe-
renza fra il numero di osservazioni che appartengono al campione o alla
popolazione analizzati e il numero dei parametri stimati (pari al numero 
dei coef'cienti parziali di regressione bi più uno o ancora al numero del-
le xi + y). Più alto è il numero dei gradi di libertà,  più il modello è gene-
ralizzabile. 

● Residuals: le righe riportano i quartili della distribuzione dei residui dai 
quali possiamo analizzare la simmetria della distribuzione e di conse-
guenza avere informazioni che contribuiscono a veri'care l’assunto di 
normalità dei residui. 

● Multiple R-squared (R2): si tratta del rapporto fra il quadrato delle distan-
ze dei valori stimati della y dalla media e il quadrato delle distanze reali 
dalla media. Viene de'nito coef�ciente di determinazione, indica la 
quantità di varianza della variabile dipendente spiegata dalle variabili 
indipendenti. Rappresenta la percentuale di casi spiegati dal modello 
individuato. Ha pertanto valori compresi fra 0 e 1. In generale, a bassi 
valori di R2 corrispondono previsioni meno af'dabili. Non è necessaria-
mente vero il contrario. Sicuramente un elevato valore di  R2  rappresen-
ta una indicazione positiva ma, ricordando che in un modello lineare è il
coef'ciente di correlazione fra i valori osservati (sperimentali) della y e i 
valori stimati dal modello, dipende fortemente dal numero di variabili 
incluse nel modello. R2, infatti, aumenta all’aumentare del numero delle 
variabili anche se queste possono non essere tutte signi'cative. È un in-
dicatore “debole” di bontà del modello nell’ambito della regressione 
multivariata.
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● Adjusted R-squared (AdjR
2 ): è un indicatore che completa il precedente 

poiché tiene in considerazione anche i gradi di libertà (ossia il numero di 
variabili) del modello nel calcolo della varianza. R2 aumenta ogni volta 
che un nuovo predittore (anche non signi'cativo) è aggiunto all’analisi, 
AdjR

2 fornisce valori più stabili. R2 e AdjR
2 sono le misure più dirette di 

quanto l’equazione matematica individuata interpoli i dati osservati. 

● F-statistic: è il risultato del test statistico F sull'ipotesi che confronta la va-
rianza spiegata dalla regressione con quella non spiegata (residui) tenen-
do in considerazione il numero di variabili indipendenti coinvolte (nel no-
stro caso 16) e i gradi di libertà. L’ipotesi nulla veri'cata dal test è che i 
coef'cienti di regressione siano uguali a 0, cioè che non vi sia una dipen-
denza fra variabile dipendente e indipendenti e che il modello non abbia
una forza predittiva. Se risulta signi'cativo sia per il valore rilevato nelle 
tabelle di F, che per il valore di signi'catività statistica p calcolato, possia-
mo affermare con suf'ciente certezza che il modello può essere preditti-
vo anche per altri campioni della stessa popolazione. 

Nella parte centrale della Tabella, le colonne restituiscono informazioni sulle
variabili e sulla loro signi'catività. All’intercetta e a ciascuna variabile conside-
rata nello studio si fanno corrispondere: i valori dei coef'cienti di regressione
parziale; lo standard error of the estimate ossia la deviazione standard dei valo-
ri predetti; t-test e p-value. 

I valori sono di per sé variabili casuali che si distribuiscono secondo una di-
stribuzione t, su questa calcoliamo il p-value. 

I valori dei coef'cienti bi sono affetti da un’incertezza di fondo che rende ne-
cessario veri'care la signi'catività di ciascuno di essi, ponendo l’ipotesi H0 che
il valore ottenuto sia solamente frutto del caso. In aggiunta o in alternativa, cal-
colare lo standard error ci permette di de'nire l’intervallo di con'denza dei va-
lori assunti dai coef'cienti. Più l’intervallo è ristretto, più accurato sarà il model-
lo. L’intervallo di con'denza non deve contenere lo 0 per indicare l’esistenza di
una qualche dipendenza, poiché ovviamente assumere che fra i valori che il
coef'ciente b può assumere ci sia quello nullo, signi'ca accettare che x e y sia-
no indipendenti fra loro (de Lillo et al., 2007). 

Dall’esempio della Tabella 4.1 vediamo che la distribuzione dei residui non
è simmetrica (le condizioni di normalità dei residui non sono state veri'cate
neppure da altri test usati), che il modello spiega il 75% dei casi (i valori di R2 e
AdjR

2 sono quasi sovrapponibili in questo caso) e dalla F-statistic risulta signi'-
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cativo. Guardando alle variabili nelle righe vediamo che i coef'cienti non sono
tutti signi'cativi alla luce del p-value e sono molto vicini allo 0. Ad es. EFFORT
è pari a 0,001 e di conseguenza indipendente dalla variabile risposta; il p-value

< 0.087 non è signi'cativo (le variazioni  non sono dovute soltanto al  caso).
Guardando invece alla variabile denominata CLICK_TOTAL vediamo che il va-
lore del coef'ciente di regressione parziale si discosta dallo 0 (è pari a 0,220),
lo SE è molto basso e p < 0.000 (signi'cativo). Nello studio ci siamo basati su
queste  osservazioni  per  arrivare  a  studiare  un  modello  basato  solamente,
come dicevamo, sul numero dei click. 

Nell’interpretazione dei valori dei coef'cienti, i valori delle bi per ogni pre-
dittore vanno letti in base alla scala con cui è espressa la variabile. Per confron-
tare l’intensità degli effetti dei coef'cienti attribuiti alle singole variabili, si lavo-
ra con valori di  bi standardizzati che de'niscono la variazione osservata sulle
unità di variabili standardizzate. Assumono valori da -1 a 1 dove 0 indica assen-
za di correlazione. Questa formulazione non viene utilizzata per predire il valo-
re della y, ma per rilevare e confrontare l’intensità degli effetti dovuti alle singo-
le variabili. 

Un’ultima considerazione va fatta sulla selezione delle variabili  da inserire
nei modelli di regressione (Paterlini & Minerva, 2010; Galli & Minerva, 1999).
Nell’esempio, ritroviamo nelle righe 16 predittori dei 24 considerati nello stu-
dio. Non sempre tutte le variabili rilevate vanno inserite nei modelli da de'nire
o perché non aggiungono informazioni rilevanti o perché non sono statistica-
mente signi'cative. Il teorema fondamentale dell’algebra stabilisce l’esistenza
di un polinomio interpolante per qualunque insieme di  n + 1 punti, al più di
grado n. Tradotto in termini più semplici con un numero altissimo di variabili, al
più n, possiamo spiegare (interpolare con un polinomio) qualunque fenomeno.
Lo scopo delle analisi statistiche invece è quello di usare il minor numero di va-
riabili per rendere i modelli il più possibile esplicativi. Considerando n il nume-
ro delle variabili da selezionare, ogni studio potrebbe portarci a 2n

 - 1 modelli
possibili. Se n è suf'cientemente grande, il numero di modelli possibili può di-
ventare ingestibile anche per i moderni software di calcolo. 

La selezione delle variabili  indipendenti  avviene innanzitutto a partire dal
modello teorico e dalle prospettive di ricerca che guidano l’analisi. 

Joseph F. Hair e colleghi (2014) sintetizzano tre metodi per la selezione che
è preferibile riproporre su set di dati per confermare i risultati. 

Nel primo caso, denominato di Con�rmatory speci�cation, il ricercatore indi-
vidua le variabili da inserire nel modello in base alle ipotesi e al disegno della
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ricerca. Si scelgono le variabili indipendenti che hanno un coef'ciente di corre-
lazione più alto con la variabile dipendente poiché sono quelle in una relazio-
ne lineare con essa e contemporaneamente hanno un coef'ciente di correla-
zione basso tra di loro. 

Il caso opposto, Combinatorial approach, elabora tutti i modelli di regressio-
ne che possono essere generati da tutti i possibili incroci fra le variabili, consi-
derando regressioni con 2, 3, 4, … , n variabili indipendenti con tutte le possi-
bili combinazioni fra le stesse. Veri'cando la signi'catività e la bontà dell’inter-
polazione, si sceglie il modello più adeguato. Si tratta di una soluzione poco
usata poiché prevede una forte automatizzazione dei processi  e uno scarso
coinvolgimento del ricercatore e delle teorie che sono alla base delle attività di
ricerca. 

L’ultimo caso, molto diffuso, è rappresentato dai Metodi sequenziali, che at-
traverso meccanismi automatici  aggiungono e rimuovono le variabili  dal set
che il ricercatore propone, 'no ad ottenere un modello stabile. I metodi se-
quenziali sono di tre tipi: 

● forward addition. Si parte nella regressione da un’unica variabile e a que-
sta si aggiungono una alla volta le successive, scelte fra quelle maggior-
mente signi'cative. Non è possibile in questo metodo eliminare una va-
riabile già introdotta o aggiungere una variabile precedentemente esclu-
sa;

● backward elimination. Diversamente rispetto al caso precedente, nella 
de'nizione del modello vengono introdotte tutte le variabili dello studio 
e di volta in volta si eliminano quelle che non incidono sulla bontà della 
regressione. Come nella forward addition, non è possibile aggiungere o 
eliminare variabili già considerate;

● stepwise estimation. In questo metodo, come nel forward estimation, si 
parte da una sola variabile, la più signi'cativa, si calcola il modello e la 
sua bontà. Si aggiunge poi una seconda variabile signi'cativa e si ride'-
nisce il modello. Se il modello risulta ancora stabile, si prosegue con 
l’inserimento di una nuova variabile, altrimenti si rimuove l’ultima variabi-
le inserita e si sostituisce con la seguente. In questo caso 'no alla 'ne 
dell’analisi si può continuare a modi'care il gruppo di variabili seleziona-
te aggiungendole o rimuovendole dal set. Questo metodo è quello utiliz-
zato per la regressione in Tabella 4.1. 
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Numerosi criteri sono stati elaborati per valutare la qualità dei modelli 'na-
lizzati a veri'care quanto sia bilanciato il rapporto fra il numero di variabili in-
trodotte nel modello e la sua bontà. Fra quelli  più utilizzati vi è il  criterio di
Akaike (AIC,  Akaike Information Criterion;  Akaike,  1969;  1978),  che fornisce
una indicazione quantitativa sulla bontà di adattamento anche in relazione al
numero di variabili utilizzate (si ricordi che, generalmente, aumentando il nu-
mero di variabili l’adattamento dovrebbe migliorare). 

Minore è il valore dell’ AIC, migliore è il modello. Confrontando, dunque,
più modelli costruiti a partire da uno stesso dataset, il modello più adeguato ri-
sulterà essere quello con il  valore minimo dell'AIC. E questo aprirà un altro
tema – non oggetto di questa pubblicazione – sugli algoritmi utilizzati per de-
terminare il minimo di un indicatore come l’AIC o comunque di una funzione
complessa.

4.2 - L’uso della regressione lineare multivariata nella ricerca 

educativa 

La regressione lineare è usata per esplorare le relazioni fra eventi, per predi-
re il comportamento di una variabile una volta che ne sono note altre, per indi-
viduare modelli e confrontarli veri'candone la bontà o comparando i set di va-
riabili che li de'niscono. 

Presentiamo tre casi di utilizzo della regressione lineare multivariata in tre
diversi studi relativi a: l’uso dei serious games con i ragazzi delle scuole secon-
darie di primo grado, la de'nizione dei livelli di cittadinanza digitale degli inse-
gnanti, il successo accademico di studenti universitari in un insegnamento ero-
gato in modalità blended. Solo per un caso i tre articoli si riferiscono al settore
del digitale, come è ovvio qualunque tema per il quale siamo in grado di de'-
nire variabili e raccogliere dati può essere analizzato attraverso questa meto-
dologia. 

Nina Iten e Dominik Petko, nell’articolo “Learning with serious games: Is fun
playing the game a predictor of learning success?” (2016), pongono l’attenzio-
ne sul ruolo del fun nei serious games a partire dalla considerazione che tanto
è stato detto sul ruolo del gioco nell’apprendimento e studi empirici che chiari-
scano la relazione fra fun e learning nella speci'ca applicazione dei serious ga-
mes sono necessari. 
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Gli autori de'niscono 4 ipotesi da veri'care applicando la regressione multi-
variata che possiamo esprimere in maniera sempli'cata come segue: 

● più i bambini si divertono, più saranno disposti a usare i learning games 
(divertimento e volontà di usare i giochi);

● più i bambini si divertono, più aumenterà il livello di motivazione a impe-
gnarsi negli argomenti di studio del gioco (esperienza di divertimento e 
autovalutazione della motivazione di apprendere e impegnarsi negli ar-
gomenti di studio del gioco);

● più i bambini si divertono, più avranno la percezione di aver acquisito 
maggiori conoscenze sui temi del gioco (divertimento e autovalutazione 
dei risultati di apprendimento);

● più i bambini si divertono, più acquisiranno effettivamente conoscenze 
sui temi di studio (esperienza di divertimento e conoscenze acquisite su-
gli argomenti del gioco). 

Lo studio esplorativo ha coinvolto 74 ragazzi di età compresa fra i 10 e i 13
anni scelti in maniera casuale in 5 classi in una scuola di primo ciclo in Svizzera.
Gli studenti hanno usato in tre lezioni un gioco web-based, AWWWARE, il cui
scopo è quello di promuovere la media competency fra i bambini, sviluppando
le loro abilità critiche nella navigazione fra le pagine di internet. Insieme ai dati
anagra'ci degli studenti partecipanti all’indagine, sono stati raccolti dati attra-
verso alcuni test composti da item con risposte su scala Likert a 5 livelli da:   

● pre-test e post-test che indagavano le opinioni dei ragazzi su utilità del 
gioco, semplicità, livelli di divertimento, desiderabilità sociale, abilità per-
sonali nell’uso del gioco, paura di usare il gioco e sbagliare, intenzione di
usarlo in futuro; 

● test sul tema dell’information literacy in cui ai bambini è stato chiesto di 
valutare la qualità di 9 pagine internet; 

● test di autovalutazione del guadagno di apprendimento in termini di mo-
tivazione e conoscenze; 

● test di valutazione del gioco AWWWARE in termini di chiarezza di obietti-
vi, approcci strategici, uso delle conoscenze pregresse su Internet, Ousso 
di gioco, assistenza. 
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Per veri'care le ipotesi, gli autori hanno proposto 4 modelli di regressione
lineare variando di volta in volta le variabili considerate. 

Nel dettaglio: 

H1: variabile dipendente = intenzione d’uso; predittori = variabili rilevate 
nel pre-test sulle opinioni dei bambini 

H2: variabile dipendente = autovalutazione del guadagno di apprendi-
mento in termini di motivazione; predittori = variabili rilevate nella va-
lutazione del gioco 

H3: variabile dipendente = autovalutazione del guadagno di apprendi-
mento in termini di conoscenze; predittori = variabili rilevate nella va-
lutazione del gioco 

H4: variabile dipendente = punteggi nelle prove di valutazione; predittori 
= variabili rilevate nella valutazione del gioco 

Per ciascun modello gli autori riportano i valori su bontà e signi'catività e le
tabelle riassuntive sui valori, lo standard error e la signi'catività dei coef'cienti
di regressione parziale e dell’intercetta. 

I primi tre modelli sono signi'cativi e presentano un  R2 rispettivamente di
0,56, 0,63, 0,74. L’ultimo dei 4 modelli non è signi'cativo, spiega solo il 20%
dei casi [R2

 = 0,20; n=74, F (9,64) = 1,80, n.s.]. 

Leggendo i valori dei coef'cienti e la loro signi'catività, nell’articolo si giun-
ge alla conclusione che soltanto la seconda ipotesi può essere accettata. Ad in-
cidere sulle motivazioni d’uso dei serious games risultano piuttosto variabili
come le aspettative relative all’utilità e alla semplicità, le conoscenze pregresse
sui temi, i feedback. 

Al centro del secondo studio che descriviamo è il tema della digital citizen-
ship degli insegnanti analizzata nella percezione di sé stessi degli stessi docen-
ti e motivata dalle azioni didattiche che contengono fenomeni di cyberbullismo
e spingono gli studenti a coinvolgersi nella vita politica. Lo studio di Moonsun
Choi, Dean Cristol e Belinda Gimbert (2018) indaga il modo in cui le caratteri-
stiche personali e psicologiche e l’uso di internet possono inOuenzare i livelli di
digital citizenship dei docenti. Il campione nell’analisi è composto da 348 inse-
gnanti in formazione in un corso blended 'nalizzato a formare docenti da inte-
grare in distretti scolastici “dif'cili”. 

Come strumenti per la raccolta dei dati gli autori utilizzano la Digital Citizen-
ship Scale (DCS) da loro precedentemente formulata e validata. Si tratta di una
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scala di autovalutazione composta da 26 item con risposte in una scala Likert a
7 livelli riferita a 5 ambiti: Technical Skills, Local/Global Awareness, Networking
Agency, Internet Political Activism e Critical Perspective. 

I docenti hanno risposto, inoltre, a domande su dati generali ed esperienze
lavorative, sull’uso di internet a livello personale e nelle attività scolastiche e in-
'ne su self-ef�cacy e ansia nell’uso di internet attraverso l’uso di due scale ri-
prese da altri studi (Internet self-ef�cacy scale e  State-Trait Anxiety Inventory).
Questo gruppo di dati ha costituito il set di variabili indipendenti che sono sta-
te gradualmente aggiunte nei tre modelli  di  regressione lineare attraverso i
quali gli autori conducono l’analisi sulla relazione fra digital citizenship e carat-
teristiche dei docenti. 

Nel primo modello sono usate come variabili indipendenti soltanto quelle
relative ai dati anagra'ci e alle esperienze professionali; nel secondo sono ag-
giunte quelle relative all’uso di internet; il terzo comprende anche i risultati dei
test su self-ef'cacy e livelli d’ansia. In ciascun modello troviamo 5 regressioni:
per ciascuna la variabile dipendente è rappresentata da una delle cinque di-
mensioni valutate dalla DCS. 

Confrontare modelli costruiti con variabili indipendenti diverse è una moda-
lità frequente nell’uso della regressione lineare. I modelli gerarchici, come in
questo caso, prevedono una introduzione graduale di gruppi di variabili per
valutare le differenze nella bontà e signi'catività dei modelli composti da di-
versi set di variabili. In questi casi la costruzione dei modelli non ha tanto rile-
vanza in termini di predizione, quanto di confronto fra soluzioni diverse per tro-
vare quella che meglio riesce a fornire valori più completi e signi'cativi delle
relazioni individuate. L’indicatore usato in questo caso per confrontare fra di
loro i modelli è R2 che assume valori più alti per tutte le dimensioni della digital
citizenship nel terzo modello ossia in quello che raccoglie tutte le variabili indi-
pendenti rilevate. 

Dallo studio risulta che predittori signi'cativi della cittadinanza digitale per
gli insegnanti del campione sono gli anni di esperienza lavorativa, l'uso degli
social network per l'insegnamento e la percezione di ef'cacia nell’uso di Inter-
net. 

L’ultimo caso che analizziamo è l’articolo “A multivariate approach to predic-
ting student outcomes in web-enabled blended learning courses” di Nick Z.
Zacharis (2015) il cui obiettivo è quello di de'nire un modello per predire gli
studenti a rischio di ottenere scarsi risultati nei corsi erogati in modalità blen-
ded. L’autore identi'ca alcuni elementi chiave per l’analisi di cui alcuni stretta-
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mente legati al blended, altri al tipo di ricerca condotta. Come afferma, i ricer-
catori devono scegliere le attività (e di conseguenza le variabili) che possono
fornire indicazioni sugli studenti che rischiano il fallimento; molto in queste sti-
me dipende o va interpretato in base al design del corso; i docenti dei corsi
blended dovrebbero dedicare una parte delle loro attività didattiche nell’anali-
si dei dati registrati nelle piattaforme utilizzate (LMS) per le quali nuove compe-
tenze sono necessarie. I dati raccolti riguardano 134 matricole in un corso ero-
gato in modalità blended di “Introduction to Computer Science using Java” e
sono stati estratti dai log dell’LMS che ospita i corsi (Moodle). Oltre a variabili
sul tempo trascorso in piattaforma e sul numero di visualizzazioni delle risorse,
di completamento e controllo dei quiz, delle sessioni di connessione, l’autore
individua speci'che variabili indipendenti fra cui: Repo Messages, come som-
ma di tutte le interazioni con i messaggi prodotti o soltanto letti, importante
poiché il corso richiede alti livelli di interattività; Content Creation Contribution,
che misura la partecipazione degli studenti nella costruzione di wiki e blog. 

La variabile dipendente è rappresentata in questo caso dalla performance
degli studenti intesa come voto 'nale del corso. 

Gli autori conducono innanzitutto un’analisi sulle singole variabili (29) calco-
lando per ognuna la correlazione  R con la variabile indipendente e il coef'-
ciente di determinazione R2. In seguito, i 14 predittori signi'cativamente asso-
ciati con la variabile indipendente sono stati inseriti in una regressione multiva-
riata stepwise dalla quale è risultato, a partire dal valore di  R2, che 4 variabili
spiegano il 52% della varianza della y (AdjR

2 
= 0,505). La lettura e la scrittura dei

post pare inOuenzare da sola il 37% della varianza. 

Lo studio si conclude con una regressione logistica 'nalizzata a veri'care
quanti studenti del campione possono essere considerati a rischio. Della re-
gressione logistica, però, parleremo nel prossimo capitolo. 
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CAPITOLO 5
REGRESSIONE LOGISTICA

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· descrivere le procedure alla base della regressione logistica;

· spiegare gli indicatori descrittivi dei modelli di regressione logistica;

· elencare esempi della ricerca educativa nei quali è stata utilizzata la re-

gressione logistica.

5.1 - Regressione logistica

Anche in questo capitolo come nel precedente, parliamo di una forma di re-
gressione destinata alla de#nizione di un modello nella quale studiamo una
funzione, de#nita “logistica” appunto, che mette in relazione le variabili dipen-
denti y e indipendenti xi e calcoliamo i coef#cienti bi corrispondenti ad ogni va-
riabile indipendente xi . Differentemente dalla regressione lineare, nella regres-
sione logistica la variabile dipendente y è una variabile dicotomica che, come
ben sappiamo, può assumere solamente due valori: sì/no; uomo/donna; a ri -
schio/non a rischio; ef#cace/non ef#cace, esame superato/non superato. Per
via di questa caratteristica, le procedure di analisi della tecnica portano anche
a classi#care e raggruppare le osservazioni del campione o della popolazione
osservata in due gruppi corrispondenti alle due modalità assunte dalla y .

Qualora volessimo veri#care la relazione che esiste fra i risultati conseguiti
nello svolgimento di alcune prove intermedie in un corso e l’esito #nale dello
stesso, ad esempio, i due gruppi che potremo distinguere e classi#care sono
quello degli studenti che superano l’esame e quello degli studenti che non lo
passano. 

Da un punto di vista gra#co, in un’analisi bivariata dove consideriamo una
sola variabile indipendente (il voto di una delle prove intermedie), ci aspettia-
mo che le osservazioni si distribuiscano su due rette parallele corrispondenti ai
due gruppi come nella Figura 5.1. Alle modalità assunte dalla variabile y sono
attribuiti i valori 1 e 0. Solitamente il valore 1 è attribuito alla modalità che indi -
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ca il successo o il manifestarsi di un evento (nel nostro esempio, superamento
dell’esame) e il valore 0 l’insuccesso o l’assenza dell’evento (ancora nell’esem-
pio, bocciatura). 

Dallo scatterplot possiamo dedurre che chi ha conseguito un punteggio più
basso in un’ipotetica prova intermedia si colloca nel gruppo che identi#chiamo
con la modalità 0 e ha meno probabilità di superare l’esame #nale (punti in
basso). Al contrario, gli studenti che hanno conseguito punteggi più alti saran-
no collocati nel gruppo contraddistinto dal numero 1 e in generale avranno più
probabilità di successo (punti in alto). 

Il superamento degli esami per le osservazioni comprese nella #gura fra i
voti tra 23 e 25 assume talvolta il valore 1, altre lo 0. Si parla per queste unità di
errori di classi#cazione (misclassi�cations), in quanto non è immediato de#nire
il gruppo al quale esse appartengono. 

Figura 5.1 – Scatterplot delle variabili VOTI con range da 18 a 30 ed 
ESAME, variabile dicotomica dove 1 = promozione, 0 = bocciatura.

Quale curva interpola osservazioni così disposte? Osservando la Figura 5.2
possiamo escludere che la retta faccia al caso nostro, la funzione che cerchia-
mo non può essere lineare. 

La curva che meglio interpola questi dati è la curva logistica che ha una ca-
ratteristica forma ad S e contiene i valori della y fra 0 e 1 senza mai superarli (Fi-
gura 5.3). 
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Figura 5.2 - Può una retta interpolare le osservazioni di una variabile
binomiale?   

Figura 5.3 - La curva logistica. 

Notiamo che: 

● attribuiamo alla variabile dipendente y i valori di 0 e 1 a seconda che 
l’evento si veri#chi o no; 

● la probabilità assume tutti i valori compresi fra 0 e 1; 

● i valori della y nella curva logistica oscillano fra 0 e 1. 
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Queste tre condizioni che si sovrappongono ci permettono di lavorare con
le variabili binomiali e con le probabilità usando la funzione logistica che ci re-
stituisce la probabilità che un dato evento si manifesti. Per esempio, in Figura
5.4, seguendo l’andamento della curva logistica, vediamo che nel modello co-
struito gli studenti che conseguono un punteggio pari a 26 avranno il 92% di
probabilità di superare l’esame #nale del corso (y = 0,92). 

Figura 5.4 - Calcolo della probabilità che si veri#chi un evento sulla 
curva logistica. 

L’esempio descritto #nora fa riferimento al campo bivariato, aggiungendo
variabili indipendenti possiamo riportarlo al caso multivariato. 

L’equazione che descrive la curva logistica in ambito multivariato e che pos-
siamo utilizzare per calcolare il valore di p, la probabilità che un dato evento si
manifesti (probabilità di successo, y = 1) #ssati i valori delle xi, è la seguente 

(5.1)

p  = 
e

(a  +  bx
i
)

1  +  e
(a  +  bxi)

Attraverso pochi passaggi algebrici, otteniamo due formulazioni equivalenti
dell’equazione sopra riportata. 
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(5.2)

Logit  = ln ⁡(
p

1−p
)  = a  +  b1 x1  +  b2x2  +  b3 x3  +  …  +  bi x i  

(5.3) 

Odds  =  
p

1−p
 = e

(a  +  b
1
x

1
 +  b

2
x

2
 + b

3
x

3
 +  …  +  b

i
x
i
)

Le formulazioni  tramite logaritmi  (5.2)  ed esponenziali  (5.3)  garantiscono
che p sia sempre positiva (l’esponenziale di e è una funzione sempre positiva e
l’argomento del logaritmo deve essere positivo af#nché possa essere de#nito).

L’equazione (5.2) è espressione di una funzione con andamento lineare ed è
il modello di regressione logistica, detto anche modello logit. Il logit non è al-
tro che il logaritmo naturale degli odds (log-odds) ossia il rapporto fra la pro-
babilità  di  successo (p)  e  insuccesso (1 -  p)  di  un  evento (nel  nostro caso,
y = 1, superamento dell’esame). La trasformazione logit di un parametro dico-
tomico rappresenta un modello lineare (attenzione: non è la p ad essere consi-
derata come variabile dipendente in un modello lineare de#nito dall’equazio-
ne 5.2 ma l’intero log-odds) ed è il più rappresentativo caso di Generalized Li-

near Models (Agresti, 2013).

Entrambe le formulazioni ci permettono di fare alcune osservazioni utili nel
calcolo e nell’interpretazione dei modelli di regressione logistica. 

LOGIT. Il logaritmo degli odds, il primo membro dell’equazione (5.2), non
ha valori limite superiori o inferiori. Se il logit assume valori positivi, la probabi-
lità che un evento si manifesti (y = 1 | xi) è superiore al 50% e dunque è un caso
di successo; qualora assuma valori negativi, la probabilità che un dato evento
si manifesti (y = 1 | xi) è inferiore al 50% (insuccesso). 

Risulta infatti che: 

Logit=0→ p=0,5

Logit>0→ p>0,5

Logit<0→p<0,5

ODDS. I valori degli odds, il primo membro dell’equazione (5.3), sono com-
presi fra 0 (per p = 0) e in#nito (per p = 1). In questo caso, se gli odds assumo-
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no valori superiori ad 1, la probabilità che un evento si manifesti (y = 1 | xi) è su-
periore al 50% (successo), qualora assuma valori inferiori a 1, la probabilità che
un dato evento si manifesti (y = 1 | xi) è inferiore al 50% (insuccesso). 

Risulta infatti che:

Odds=1→ p=0,5

Odds>1→ p>0,5

Odds<1→ p<0,5

 

Nella formulazione degli odds il valore critico è rappresentato da 1, valore
che distingue probabilità di successo o insuccesso e permette di classi#care in
due gruppi le osservazioni con y maggiore o minore di 1. Per la formulazione
logit, il valore critico è lo 0: in questo caso valori positivi e negativi distinguono
gruppi e probabilità di successo e insuccesso (solo per completezza facciamo
notare che i due punti coincidono poiché ln1 = 0). Se il logit tende a 0 oppure
gli odds a 1, non c’è dipendenza fra le variabili osservate. 

Prima di esaminare i risultati ottenuti da una regressione logistica, conclu-
diamo questa introduzione rispondendo a due domande che #nora non abbia-
mo considerato nella discussione. 

1 - Quali assunti bisogna veri�care sul dataset per applicare la regressione

logistica? 

La regressione logistica viene spesso scelta fra le altre tecniche perché ha
meno assunti da soddisfare. Sappiamo che la variabile risposta non è normale
perché la y (e il suo errore) seguono la distribuzione binomiale nella quale la
varianza non è costante. Di conseguenza né gli assunti sulla normalità, né quelli
sull’omoschedasticità vanno veri#cati. 

Vanno tenuti in debito conto gli assunti relativi all’assenza di collinearità fra
le variabili e all’indipendenza dei casi osservati. 

Altro fattore da controllare riguarda le dimensioni del campione che deve 
prevedere non meno di 10 osservazioni per parametro osservato. 

2 - Come calcoliamo i valori   b  i ? 

Per la natura non lineare della relazione e per l’eteroschedasticità della va-
riabile dicotomica, non possiamo utilizzare il metodo dei minimi quadrati come
per la regressione lineare. I valori dei coef#cienti vengono selezionati in base al
metodo della massima verosimiglianza. La funzione di verosimiglianza (likeli-
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hood) identi#ca la probabilità che un evento si manifesti con una certa proba-
bilità. Nella selezione dei coef#cienti scegliamo quelli che rendono massima la
verosimiglianza e cioè che rendono massima la probabilità che in un nuovo
campione gli eventi assumano i valori di probabilità già osservati. Non è la pro-
babilità che un evento si veri#chi ad essere massima, ma è massima la probabi-
lità che un dato evento assuma una certa probabilità di veri#carsi. 

Nell’esempio in Figura 5.4, la massima verosimiglianza è rappresentata dalla
massima probabilità che nel modello che costruiamo o in altri campioni gli stu-
denti che conseguono il punteggio di 26 in una prova intermedia abbiano la
probabilità del 92% di essere promessi nell’esame #nale. 

L’algoritmo per calcolare la massima verosimiglianza permette di ricalcolare
i parametri più volte #no a quando l’errore nel calcolo risulta accettabile. 

5.1.1 - Output di una regressione logistica 

Come sempre (e per fortuna!), i software di analisi statistica ci aiutano nello
svolgere i calcoli e valutare la bontà dei modelli individuati. In Figura 5.5 si os-
servano i risultati restituiti da R utilizzando la funzione glm per de#nire un mo-
dello di regressione logistica. I dati riportati fanno riferimento all’esempio che
stiamo utilizzando in questa discussione per il quale abbiamo creato un dataset
ad hoc e per il  quale,  adesso che abbiamo familiarizzato con i  concetti  alla
base della regressione logistica, consideriamo tre variabili indipendenti corri-
spondenti ai risultati degli studenti in tre diverse prove di valutazione interme-
dia.

Dall’uso della funzione  summary, le prime indicazioni che otteniamo sono
quelle relative alla formula usata nella creazione del modello, con le variabili
considerate, il tipo (binomial) e il dataset. 

Saltano immediatamente all’occhio poi il valore dell’intercetta a – non di par-
ticolare interesse nella regressione logistica – e i coef#cienti di regressione bi

che, in maniera molto simile alla regressione lineare, rappresentano la quantità
in più con cui ciascuna variabile indipendente contribuisce al calcolo della pro-
babilità quando la variabile considerata aumentata di un’unità e tutte le altre
restano stabili. Il test solitamente usato per veri#care la signi#catività dei coef#-
cienti non è il t-test come per la regressione lineare ma il test di Wald che parte
dal calcolo dello z value.
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Figura 5.5 - Output di una regressione logistica in R realizzata 
usando la funzione glm (libreria: stats). 

Noti i coef#cienti bi, possiamo calcolare dalla formula (5.1) la probabilità che
un dato evento si realizzi considerati i valori delle variabili utilizzate (y = 1 | xi). 

Dalla formula che segue (5.4), noti i risultati di uno studente nelle tre prove
di valutazione intermedie nel nostro esempio, potremo calcolare la probabilità
che, nel modello di regressione logistica costruito, lo stesso studente superi
l’esame #nale. 

(5.4) 

py=1  =  
e
(−31.7  + 4,1  ⋅ Voto1  −  3,0  ⋅ Voto2 +0,2  ⋅ Voto3 )

1  +  e
(−31.7  +  4,1  ⋅ Voto1 −  3,0  ⋅ Voto2  +  0,2  ⋅ Voto3)

Calcolare le probabilità ci permette anche di veri#care quanto il modello ri-
specchi la realtà osservata: quanti casi di bocciatura predetti dal modello corri-
spondono a quelli reali? Quanti casi di promozione? 

Questo tipo di calcolo può essere formalizzato per validare una regressione
logistica (così come per altre tecniche di analisi) con la costruzione di una “ma-



CAPITOLO 5: Regressione logistica  -  131

trice di confusione” nella quale si confrontano i valori osservati e i valori pre-
detti per veri#care quanto il modello sia accurato e in grado di predire in ma-
niera corretta il veri#carsi di un evento. 

Nella Tabella 5.1 a doppia entrata, poniamo nelle colonne i valori di supera-
mento e bocciatura all’esame #nale predetti tramite la formula (5.4) e nelle ri -
ghe i valori osservati. Il nostro modello ha classi#cato correttamente 43 osser-
vazioni del campione costituito da 49 unità (89%). Infatti dei 25 studenti che nel
mondo reale hanno superato l’esame, per 21 usando la formula (5.4) abbiamo
riportato una probabilità di superare l’esame superiore al 50% (successo). Allo
stesso modo, la formula (4) ci ha permesso di individuare in maniera corretta
22 dei 24 studenti che sono stati bocciati. 

Valori predetti

Totale 

Superamento

esame Bocciatura

Valori 

osservati

Superamento

esame
21 4 25

Bocciatura 2 22 24

Totale 23 26 49

Tabella 5.1 – Matrice di confusione nella quale confrontiamo valori 
osservati e stimati. 

Ritornando alla Figura 5.5 dopo questa breve regressione sulle matrici di
confusione, poniamo attenzione agli altri parametri da valutare: 

● i parametri relativi alla devianza che ci forniscono informazioni sull’ade-
guatezza del modello. Ne troviamo tre: i residui della devianza e i valori 
che sintetizzano la devianza nel modello nullo e nel modello residuale. I 
residui ci dicono quanto ogni osservazione contribuisce ad incrementare 
la devianza e sono calcolati come differenza fra il modello di verosimi-
glianza e i valori stimati. Come per i residui della regressione lineare, si 
presume che la distribuzione dei residui sia simmetrica ed è per questo 
che fra i valori riportati troviamo i quartili della distribuzione (Deviance 

Residuals); Null Deviance è l’indicatore relativo al modello nullo che è cal-
colato usando l’intercetta come unico parametro (si vedano anche i gradi 
di libertà indicati), rappresenta quindi un modello senza predittori; Resi-
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dual Deviance è l’indicatore calcolato per un modello con tutte le variabili
dello studio.
Se la Null Deviance e la Residual Deviance assumono valori simili, il mo-
dello costruito con tutte le variabili perde di signi#catività perché l’inseri-
mento delle variabili indipendenti non comporta differenze rispetto al 
modello senza predittori;

● AIC (Aikake Information Criterion), indice che abbiamo incontrato anche 
nella regressione lineare e che usa la funzione di verosimiglianza per sti-
mare la bontà di un modello alla luce dei parametri utilizzati nell’analisi. Si
usa per fare comparazioni fra modelli. Il modello da preferire nel confron-
to è quello che presenta il valore di AIC più basso. Il calcolo dell’AIC pe-
nalizza modelli molto complessi che usano tante variabili dipendenti, tal-
volta non utili; 

● il parametro di dispersione per le variabili binomiali, #ssato in automatico
ad 1. Esso indica la variabilità dei dati e quanto distano dai valori centrali;

● Fisher scoring iterations, numero di iterazioni necessarie nel metodo del-
la massima verosimiglianza per interpolare i dati. Quante più iterazioni 
sono necessarie per de#nire un modello, tanto più esso risulta debole.   

Per  veri#care la  bontà di  un modello,  inoltre,  viene calcolato l’indicatore
PseudoR2 di  cui  esistono  più  versioni  e  formulazioni.  Per  quanto  riguarda
l’interpretazione, esso è sovrapponibile per grandi linee al valore R2 della re-
gressione lineare. Ha valori fra 0 e 1 e confronta il modello nullo con quello
proposto. 

È frequente, comunque − e con questo chiudiamo la rapida carrellata sugli
indicatori legati ai modelli di regressione logistica−, che negli articoli scienti#ci
compaiano pochi dei parametri riportati #nora. I valori che più spesso sono ri-
portati e che permettono di giungere a conclusioni e veri#care ipotesi sono i
valori dell’odds ratio. 

Con alcuni passaggi algebrici, si può dimostrare che  eb, dove  b è uno dei
coef#cienti di regressione, corrisponde all’odds ratio, il rapporto fra gli odds
calcolati sulle probabilità di un evento rispetto a due categorie (nella formula
che segue donna/uomo). 
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(5.5)

e
b
 = 

( pdi superare l' esame per≤donne)

( pdinon superare l' esame per≤donne)
 ∶  

(pdi superare l ' esame per gli uomini)

(pdi non superare l' esame per gli uomini)

Dalla formula

(5.6)

(eb−1)⋅100  

calcoliamo la differenza fra le probabilità di successo fra le due categorie
scegliendone una come quella di riferimento, nel nostro caso il genere femmi-
nile. 

Poniamo che per esempio eb = 1,25 . Usando la formula, diremo che le don-
ne hanno una propensione a superare gli esami rispetto agli uomini maggiore
del 25%. 

Gli odds ratio non permettono un confronto di percentuali fra le variabili in-
dipendenti ma ci permettono di fare riQessioni solo sulla relazione del singolo
predittore con la variabile risposta. 

Insieme agli odds ratio bisognerebbe riportare anche gli intervalli di con#-
denza al 95% che ci forniscono informazioni sull’incertezza della stima. Se que-
sti comprendono il valore 1, è possibile che le modalità confrontate (uomo/
donna) non incidano sulla variabile indipendente e di conseguenza ci sia indi-
pendenza fra variabile dipendente e indipendente. 

5.2 - L’uso della regressione logistica multipla nella ricerca 

educativa

Quali sono le caratteristiche degli studenti che usano mobile LMS per parte-
cipare alle attività didattiche nel contesto universitario? Quali quelle di chi non
li usa? 

Chi sono gli studenti che si iscrivono a corsi universitari online? Chi preferi-
sce quelli tradizionali? 
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Due studi che descriviamo di seguito rispondono a queste domande rispet-
tivamente nel contesto coreano e statunitense. 

L’uso della regressione logistica in entrambi permette di distinguere gli stu-
denti in due gruppi, quelli che usano mobile LMS e quelli che non li usano, così
come quelli che si iscrivono ai corsi online e quelli che optano per i corsi tradi-
zionali. 

Ricerche di questo tipo permettono di progettare e realizzare interventi di-
dattici più appropriati alle modalità e abitudini di studio degli studenti utiliz-
zando gli  strumenti  digitali  o  tradizionali  in  base  alle  necessità.  Allo  stesso
modo, procurano informazioni alle istituzioni formative sulle lacune da colmare
nei servizi predisposti e sulle opportunità per potenziare i percorsi di apprendi-
mento offerti e renderli maggiormente funzionali rispetto alle necessità degli
studenti, allargando il bacino di iscritti nella formazione e scegliendo i canali e
le modalità formative adeguate in maniera critica e guidata dai dati e dalla ri-
cerca. 

Il diffuso uso dei sistemi mobile e l’impegno degli atenei nel fornire conte-
nuti anche attraverso questi canali sono il punto di partenza della ricerca di In-
sook Han e Won Sug Shin (2016) #nalizzata all’individuazione di una possibile
relazione fra background individuale, fattori psicologici ed esterni nell’adozio-
ne di mobile LMS da parte degli universitari. A 2000 studenti che hanno fre-
quentato una delle 10 edizioni di un corso di “Introduzione al Cyber Learning”
in una università online della Corea del sud è stato somministrato un questio-
nario suddiviso in due parti, la prima dedicata a raccogliere dati sulle caratteri-
stiche personali (età, genere, stato occupazionale, uso del mobile LMS) e la se-
conda  con  domande  di  carattere  psicologico  (self-ef#cacy,  disponibilità
all’innovazione, attitudine nell’uso delle tecnologie, utilità percepita) o di con-
testo (pressione sociale nell’uso del mobile  e livello percepito di accessibilità
dei sistemi mobile) in una scala Likert a 5 livelli. Usando la regressione logisti -
ca, gli autori hanno costruito tre modelli: il primo comprende variabili che han-
no a che fare solo con i dati personali, il secondo aggiunge anche variabili rela-
tive alle caratteristiche psicologiche e il terzo comprende tutte le variabili rile-
vate. Quest’ultimo è il modello che ha un valore di PseudoR2 più alto (0,145).
Nelle tabelle descrittive dei dati, gli autori riportano il valore dei coef#cienti bi,
dell’errore standard e dell’odds ratio che, come abbiamo detto, è il valore che
ci permette di leggere con più semplicità i risultati e confrontare gli effetti di
uno stesso regressore. 
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L’articolo propone anche una seconda domanda di ricerca #nalizzata a sta-
bilire la relazione fra uso del mobile e risultati accademici sullo stesso campio-
ne per la cui risposta si procede nell’analisi con l’uso della regressione lineare. 

I predittori signi#cativi dell’uso di LMS mobile tra gli studenti intervistati ri-
sultano essere da questo studio la self-ef#cacy, l’innovatività, la facilità d’uso e
l’utilità percepite tra i fattori psicologici e la pressione sociale tra i fattori ester-
ni. I risultati permettono sia di comprendere le scelte degli studenti nell’uso dei
mobile LMS, sia di ipotizzare percorsi di supporto e formazione sui vantaggi di
questi strumenti a determinate categorie di studenti. 

Spostandoci nel contesto statunitense, lo studio “From the periphery to pro-
minence: an examination of the changing pro#le of online students in Ameri-
can higher education” (Ortagus, 2016) analizza le caratteristiche e le iscrizioni a
corsi online su un ampio campione formato da circa 240.000 studenti registrati
dal  “National  Postsecondary  Student  Aid  Study”  (NPSAS)  negli  anni  2000,
2004, 2008, 2012. La logica utilizzata è sovrapponibile a quella dello studio
precedente: quali studenti del campione appartengono al gruppo degli iscritti
a corsi universitari online? Quali appartengono al gruppo degli iscritti a corsi
tradizionali?  Quali  sono le caratteristiche degli  studenti  appartenenti  ad en-
trambi gruppi? È possibile rilevare una qualche relazione fra le caratteristiche
degli studenti e la loro scelta di iscriversi o meno ai corsi online? 

Oltre a usare strumenti di statistica descrittiva per descrivere le distribuzioni
delle  variabili  identi#cate,  l’autore usa la  regressione logistica  di  cui  riporta
come risultati gli odds ratio con gli standard error. La variabile dipendente è
quindi la partecipazione ai corsi online espressa da due modalità: la prima “al-
cuni insegnamenti online” (1-99%) e la seconda “tutti gli insegnamenti online”
(100%). Le tre ipotesi formulate intendono veri#care una correlazione positiva
fra iscrizione a corsi interamente online e: 

1. vincoli di tempo e spazio. Tradotto in variabili: stato occupazionale e ci-
vile, genere, genitorialità, età, servizio prestato nell’esercito;

2. caratteristiche sotto-rappresentate nel tempo nell’istruzione superiore. 
Tradotto in variabili: appartenere a una minoranza, bassa fascia di reddi-
to, prima generazione di studenti in famiglia;

3. caratteristiche delle istituzioni. Tradotto in variabili: dimensioni e tipolo-
gia (pubblica o privata) dell’istituzione, anni di durata del percorso for-
mativo. 
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Le differenze nella scelta di iscriversi a corsi in modalità totalmente online
possono essere spiegate secondo l’autore anche dal concetto della microeco-
nomia di costo opportunità, mostrando la possibilità di iscriversi a corsi online
come la migliore soluzione se confrontata in termini di costi per soggetti che in
caso contrario non proseguirebbero gli studi perché costretti a lasciare il lavo-
ro, per i numerosi impegni familiari o altro. 

Un tema completamente diverso da quelli  delle precedenti ricerche è af-
frontato ugualmente attraverso la tecnica della regressione logistica nell’artico-
lo di Paul L. Morgan e colleghi (2017) che si pone nel dibattito sulla sovra- o
sotto- rappresentazione degli studenti appartenenti a particolari gruppi etnici
fra quelli certi#cati per una qualche disabilità nelle scuole statunitensi. Dall’ana-
lisi della letteratura che gli autori ci propongono, tanti sono gli studi sul tema di
interesse anche governativo, particolarmente delicato a livello sociale e sanita-
rio. Si tratta di un fenomeno che deve tenere in conto aspetti diversi, quali i ri -
sultati scolastici e le dif#coltà collegate al raggiungimento degli stessi, pregiu-
dizi, disuguaglianze legate alle scuole frequentate (con alta concentrazione di
particolari etnie e con scarse risorse) o alle condizioni familiari. L’articolo ci mo-
stra come l’analisi dei dati e la regressione logistica possono essere utili stru-
menti per leggere problemi di questo tipo. Gli autori utilizzano i numerosissimi
dati provenienti dall’indagine “National Assessment of Educational Progress”
(NAEP) somministrata dal 1969 dal National Center for Education Statistics, en-
tità federale delegata dal Congresso a raccogliere e analizzare dati relativi ai li -
velli  di  istruzione e ai  risultati  accademici  negli  Stati  Uniti  e in altre nazioni.
L’indagine NAEP raccoglie dati sull’andamento scolastico degli studenti statu-
nitensi di alcuni gradi (quarto, ottavo e dodicesimo) in molti ambiti fra cui quelli
utilizzati nello studio qui presentato, ossia le abilità di lettura e di calcolo. I test
somministrati hanno alti livelli di af#dabilità e i metodi di campionamento sono
predisposti in modo da raccogliere informazioni da ogni giurisdizione. 

Le dimensioni del campione analizzato sono considerevoli: 183.570 studenti
di quarto grado (anno 2013), 165.540 dell’ottavo (anno 2013) e 48.560 del do-
dicesimo (anno 2009). 

Le variabili riguardano: 

● lo stato di disabilità corrispondente a: la predisposizione per lo studente 
di un programma individualizzato di educazione (Individualized Educa-
tion Program – IEP) indispensabile nella scuola per ricevere servizi di spe-
cial education; la disabilità per la quale il bambino è segnalato (disturbi 
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emotivi, autismo, dif#coltà nel linguaggio, ADHD, disabilità cognitive 
ecc.);

● l’etnia di appartenenza (bianca, nera, ispanica, asiatica, indiani d’America,
nativi del Paci#co, multiple races);

● i risultati ottenuti nei test sull’abilità di lettura (e calcolo) del NAEP;

● genere, reddito familiare (misurato come accesso gratuito ai servizi per la
mensa), condizione di ELL (English Language Learning) in riferimento 
all’apprendimento dello studente della lingua inglese. 

Per ogni grado scolastico, gli autori descrivono 4 modelli di regressione lo-
gistica con diversi gruppi di variabili indipendenti: nel primo solo l’etnia, nel
secondo genere e risultati NAEP, nel terzo genere e variabili aggiuntive per va-
lutare unicamente le inQuenze sociali e demogra#che; nel quarto tutte le varia-
bili  (con un intervento in  più  per  ridurre gli  effetti  dell’appartenenza a  una
scuola piuttosto che a un’altra). Calcolano inoltre i modelli per le singole disa-
bilità e ripropongono il secondo modello anche per anni diversi sui dati dispo-
nibili. 

Ancora una volta, i risultati delle regressioni logistiche che ci vengono resti-
tuiti sono espressi nella formulazione degli odds ratio. 

Solo a scopo esempli#cativo vediamo alcuni dati rilevati da una delle tabelle
nello studio (Figura 5.5). Il primo modello evidenzia che i bambini che rientra-
no nell’etnia degli Indiani d’America hanno maggiori probabilità di rientrare fra
i bambini speciali rispetto ai bambini bianchi. Il valore dell’odds ratio è infatti
pari a 1,27. Usando la formula (5.7)  otteniamo che 27% è il valore di incremen-
to. 

(5.7)

(eb−1)  ⋅ 100  = (1,27−1)  ⋅ 100  =  27 %

I risultati cambiano negli altri modelli nei quali sono inseriti fra le variabili in-
dipendenti i risultati NAEP. Guardando ai coef#cienti signi#cativi (Tabella 5.2),
notiamo ad esempio che i bambini neri o ispanici nel secondo modello hanno
una probabilità rispettivamente inferiore del 57% e 63% rispetto ai  bambini
bianchi di essere inseriti fra i disabili. 

I valori del terzo modello non si discostano dal primo quanto quelli del se-
condo o del quarto, cosa che può giusti#care studi precedenti, ci dicono gli
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autori, che non hanno considerato nel fenomeno gli aspetti prettamente scola-
stici e legati all’apprendimento. 

Il quarto modello pare essere il più rigoroso e indica delle disparità fra le et-
nie ma anche fra gli studenti di sesso femminile (30%), a basso reddito (25%) e
ELL (67%) che rientrano fra quelli che hanno meno probabilità di essere identi-
#cati come disabili. 

IEP

Model 1 Model 2 Model 3 Model 4

Black 1.03 0.43*** 0.84*** 0.44***

Hispanic 0.91** 0.37*** 0.75*** 0.51***

Asian 0.47*** 0.47*** 0.47*** 0.64***

American Indian/Alaskan Native 1.27*** 0.58*** 1.09 0.62***

Native American/Paci"c Islander 1.23+ 0.42*** 1.07 0.46***

Multiple race/ethnicity 0.82** 0.77*** 0.77*** 0.80***

Reading composite score 0.27*** - 0.23***

Male 1.99*** 1.70***

Free or reduced lunch eligible 1.64*** 0.75***

ELL 1.06 0.33***

School "xed e+ects X

+p < .10. *p < .05. **p < .01. ***p < .001. 

Tabella 5.2 – Odds Ratio nella regressione logistica in uno studio sul
riconoscimento delle disabilità per gli studenti del quarto grado di
etnie diverse, N = 183.570 (Morgan et al., 2017, p. 310).

Analizzando un campione molto ampio, con un numero ragionevole di va-
riabili, lo studio giunge alla conclusione che nelle scuole statunitensi i bambini
delle minoranze hanno meno probabilità di essere identi#cati come disabili e
quindi di ricevere servizi educativi speciali rispetto ai bambini bianchi che han-
no le stesse caratteristiche e che uno sforzo collettivo da parte di ricercatori,
policymaker, professionisti deve essere disegnato e condotto per ridurre que-
sta disparità. 

Ultimo tema che affrontiamo in studi che utilizzano la regressione logistica è
quello del rapporto fra formazione e benessere psico-#sico. 
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Il riferimento è a uno studio (Narushima, Liu & Diestelkamp, 2016) il cui sco-
po è quello di identi#care gli effetti di lunghe partecipazioni degli adulti e an-
ziani in attività di formazione permanente sul loro benessere psicologico, pren-
dendo in considerazione stato di salute, vulnerabilità e altre variabili demogra-
#che quali età, genere, stato civile e così via. È condotto su un campione di
adulti e anziani del Canada, paese che ha aggiunto il LifeLong Learning fra le
politiche  di  invecchiamento  attivo  in  linea  con  l’Active  Ageing  Framework
dell’Organizzazione Mondiale della Sanità, che, lavorando sulle idee di salute,
partecipazione  e  sicurezza,  ha  incoraggiato  politiche  e  pratiche  relative
all’invecchiamento utili per gli individui e l’intera società, considerando la tarda
età come un momento di conoscenza e competenza e non come un momento
di declino. 

Il campione, depurato dai missing data, è rappresentato da circa 400 adulti
e anziani da 60 anni in su che hanno risposto a un questionario avendo parteci-
pato a un programma pubblico di educazione continua non formale organizza-
to da una scuola insieme ad alcuni enti come community centres, centri di ap-
prendimento per adulti, scuole superiori e case di riposo su temi che vanno
dall’arte alla musica, al #tness all’informatica e così via. 

Segue una descrizione delle variabili trattate. 

● benessere  psicologico,  misurato  con  lo  Psychological  General  Well-
Being Index (PGWBI) in 22 item su stati depressivi, ansia, stress, soddi-
sfazione di vita, vitalità e così via con score da 0 a 5. Il punteggio massi-
mo totalizzabile è pari a 110. La variabile dicotomica creata (variabile di-
pendente) distingue le due modalità “in dif#coltà” / “positivo” in base ai
punteggi rispettivamente inferiori a 73 / uguali o superiori a 73. 

● vulnerabilità, calcolata attraverso un indice de#nito dagli autori che tie-
ne in considerazione l’età e somma più indicatori: indicatori sulla salute
(malattie croniche, esercizio #sico, dif#coltà nella vita quotidiana quale
camminare, salire le scale, sentire), stato socio-economico (reddito e li-
vello di istruzione, stato civile) e supporto sociale (partecipazione in al-
tre attività sociali, numero di soggetti su cui l’anziano può contare, nu-
mero dei co-abitanti). 

● durata della formazione, suddivisa in tre periodi superiori ai 4 mesi: 4-
18 mesi (short), 19-84 mesi (middle), superiore a 49 mesi (long). 

● Self-perceived health (SRH), rilevata attraverso le modalità “eccellente,
molto buona, buona, scarsa” in risposta alla domanda: “Rispetto ad al-
tre persone della tua età, come de#niresti la tua salute in generale?”. 



140  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

Gli autori propongono due modelli di regressione logistica, in entrambi la
variabile dipendente è lo stato di salute e la variabile indipendente la durata
della formazione. Nel primo prendendo in considerazione come covarianti età,
genere, livello di vulnerabilità. Nel secondo età, genere e in più il valore SRH. 

Insieme ai valori dell’odds ratio nei due modelli ci sono restituiti anche gli in-
tervalli di con#denza al 95% di signi#catività, mostrati in gra#ci come in Figura
5.5. 

Figura  5.5 – Odds ratio e intervalli di con#denza al 95% per durata 
dell’apprendimento, genere, età, e gruppo di rischio in uno studio 
condotto usando la regressione logistica sugli effetti della 
formazione permanente sul benessere psicologico (Narushima, Liu &
Diestelkamp, 2018, p. 666). 

Nell’intervallo di con#denza per gli odds ratio della durata di 19-48 mesi è
compreso anche il valore 1, cosa che non permette di usare questo range per
trarre conclusioni. 

In entrambi i modelli, partecipare alla formazione per periodi superiori ai 48
mesi aumenta il benessere psichico del 60%, sia che inseriamo fra i confonden-
ti l’indice di vulnerabilità sia che ci sia il self-rated health, elemento che dimo-
stra i bene#ci di partecipare alle attività sociali in contesti non formali per un in-
vecchiamento attivo e un benessere in età adulta. 
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Il titolo di studio non inQuenza il livello di benessere, probabilmente perché
le necessità cambiano nel tempo. 

Del rapporto fra titolo di studio e stato di salute si occupano Jamie L. Lynch
e Paul T. von Hippel (2016) i quali lavorano su un campione composto da circa
9mila studenti facenti parte della coorte del 1997 che nel periodo fra i 15 e i 31
anni ha risposto a un’indagine sulla Self-Rated Health (SRH) a partire dalla do-
manda “In generale, come va la tua salute?”. Gli autori si chiedono se un mi-
gliore stato di salute conduca a raggiungere più successi scolastici, se al con-
trario più formazione possa migliorare lo stato di salute o se entrambi gli ele-
menti, titoli di studio e stato di salute, siano ugualmente conseguenze di fattori
relativi a stili e modalità di vita. 

In questo caso viene usato come metodo di analisi la regressione logistica
ordinale che rappresenta nelle regressioni multinomiali una generalizzazione
della regressione logistica nella quale la variabile dipendente è rappresentata
da una variabile ordinale sui livelli attribuibili allo stato di salute. Essa si basa
sullo stesso meccanismo d’analisi della regressione logistica e considera di vol-
ta in volta soltanto una delle modalità della variabile come quella di riferimen-
to. Non approfondiremo però questa tecnica in questo contesto in cui ci siamo
concentrati unicamente sulle variabili binomiali. 
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CAPITOLO 6
CLUSTER ANALYSIS

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· descrivere i principi e le fasi della cluster analysis, il concetto di distanza 

e gli algoritmi di clustering;

· interpretare un dendrogramma;

· elencare esempi della ricerca educativa nei quali è stata utilizzata la clu-

ster analysis.

6.1 – Cluster analysis

Probabilmente anche quest’oggi ci sarà capitato di riorganizzare gli scom-
parti del frigo per tipologia di alimenti e data di scadenza, di riordinare le ban-
conote nel nostro portafogli per taglio, di ripensare gli scaffali della libreria del
salotto riempendo quelli più bassi con i libri per bambini, posizionando al cen-
tro quelli scolastici e in alto saggi e romanzi per una lettura piacevole e rilassa-
ta. Sono situazioni in cui abbiamo a che fare con la creazione di gruppi fra gli
oggetti sulla base di una o più caratteristiche. Al termine di queste attività, pro-
babilmente noteremo che gli oggetti raggruppati possiedono elementi comu-
ni anche per altri fattori che non ci aspettavamo: i cassettoni del frigo pieni di
frutta sono più colorati del resto degli scomparti; le banconote di grosso taglio
hanno dimensioni maggiori; i libri per bambini molto spesso hanno una coper-
tina cartonata diversamente dai testi scolastici. 

Molte sono le circostanze nella vita quotidiana in cui ci ritroviamo a raggrup-
pare gli oggetti di nostro interesse. Lo facciamo perché abbiamo bisogno di
creare classi/cazioni e tassonomie (quante banconote di tagli diversi abbiamo
nel portafoglio?), perché cerchiamo caratteristiche che accomunano elementi
diversi (quali volumi fra quelli che abbiamo in casa sono destinati ai più picco-
li?) o ancora perché desideriamo ridurre a una quantità osservabile le informa-
zioni generate da un numero elevato di casi  particolari  (nel nostro frigo c’è
quanto serve per un’alimentazione completa e varia?). 
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Queste pratiche della quotidianità sono comuni a numerosi contesti di ricer-
ca, ogni settore scienti/co nel quale sia necessario produrre tassonomie, ge-
rarchie e raggruppamenti fra gli elementi studiati. Discipline che fanno uso di
processi di raggruppamento, solo per fare qualche esempio, sono l’archeolo-
gia, il marketing, la biologia e l’astronomia, la medicina e la linguistica. 

Assumere l’esistenza di una naturale struttura in gruppi all’interno di una po-
polazione o di un campione ci permette di veri/care ipotesi sulle caratteristi-
che degli stessi  gruppi e generarne di nuove sul funzionamento dei sistemi
analizzati. 

La cluster analysis comprende un insieme di metodi che permettono di rac-
cogliere gli oggetti dell’analisi (unità statistiche, raggruppamenti e talvolta an-
che variabili) in gruppi (cluster) nei quali le osservazioni hanno caratteristiche
simili all’interno e dissimili dagli altri raggruppamenti. La composizione dei clu-
ster deve garantire che all’interno dei gruppi ci sia un’alta omogeneità fra gli
oggetti che li compongono e che i gruppi costituiti all’interno del campione ri-
sultino eterogenei fra di loro. La distanza fra le unità di un cluster deve essere
perciò minima mentre deve essere elevata la distanza fra i vari gruppi indivi-
duati af/nché si possano de/nire i pro/li caratterizzanti ciascun gruppo e rile-
vare le differenze che intercorrono fra di essi. 

Lo scatterplot in Figura 6.1 mostra la distribuzione di un campione di stu-
denti del CdL in Digital Education dell’Università degli Studi di Modena e Reg-
gio Emilia diviso in quattro cluster in base ai risultati in trentesimi conseguiti in
due esami.  La collocazione nello spazio bi-dimensionale mostra evidenti  di-
stanze fra i gruppi: appartengono al gruppo A gli studenti che hanno sostenu-
to entrambi gli esami, al gruppo B gli studenti che hanno sostenuto solo l’Esa-
me 2, al gruppo C gli studenti che hanno sostenuto solo l’Esame 1, al gruppo
D gli studenti che non hanno sostenuto nessuno dei due esami (0 è il punteg-
gio attribuito agli studenti che non hanno sostenuto l’esame). Notiamo che la
distanza fra i punti interni ai gruppi è bassa, mentre la distanza fra i gruppi cer-
chiati in rosso è più rilevante.  È questa una prima soluzione per distinguere i
gruppi nel campione ma non è l’unica. Sia nel gruppo A che nel gruppo B ap-
paiono come più distanti gli studenti che hanno conseguito un punteggio ap-
pena suf/ciente e che quindi, in una soluzione diversa a più cluster, potrebbe-
ro essere collocati in un gruppo diverso. Nell’analisi di un campione, possiamo
scegliere di determinare molti gruppi che di conseguenza contengono un nu-
mero inferiore di unità più simili fra loro oppure un numero inferiore di gruppi
di più alta numerosità che risultano meno omogenei all’interno. Aumentando il
numero dei gruppi, aumenterà la similarità fra gli oggetti che li compongono e
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otterremo pro/li più simili fra le unità, riducendo anche il numero di informa-
zioni perse nella descrizione generale delle caratteristiche del cluster. Tuttavia,
allo stesso tempo, lavorare su un numero più elevato di cluster potrebbe com-
portare un incremento di complessità nell’analisi. 

Figura 6.1 - Scatterplot dei voti conseguiti in due esami dagli studenti
del CdL di Digital Education. Nella /gura si distinguono nei cerchi in 
rosso 4 cluster con caratteristiche simili. 

Lo scopo principale delle tecniche di cluster analysis non è tanto quello di
generalizzare i risultati ottenuti quanto di individuare naturali raggruppamenti
nei campioni. Si tratta infatti di un metodo descrittivo e non inferenziale per cui
molti degli assunti sulla normalità, linearità e omoschedasticità non sono così
rilevanti come in altre tecniche. 

La cluster analysis è considerata una tecnica esplorativa, che cioè permette
di studiare la composizione di un campione per trovare tendenze strutturali
nella similarità fra le unità statistiche. Può avere comunque /nalità confermative
se confrontiamo il dataset osservato con una struttura in gruppi ipotizzata sulla
base di precedenti studi e analisi. Nella tecnica si mette in atto un processo di
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riduzione che l’analisi fattoriale conduce sulle variabili: nella cluster analysis le
osservazioni vengono sintetizzate in un numero ridotto di gruppi con una per-
dita di informazioni che le procedure di clustering provano a minimizzare. 

6.1.1 - Fasi di realizzazione di una cluster analysis 

Nel processo di clusterizzazione il ricercatore sceglie le variabili da sottopor-
re all’analisi e i metodi da utilizzare per misurare distanze e creare raggruppa-
menti; de/nisce le regole per fermare il processo (stopping rules) di de/nizio-
ne del numero di cluster a cui fermarsi e interpreta i pro/li interni a ciascun clu-
ster (proprio come accade per noi nella riorganizzazione della libreria: sceglia-
mo la caratteristica in base alla quale dividere i libri fra gli scaffali, valutiamo a
quale categoria appartiene ogni testo e cerchiamo similarità fra i gruppi così
creati). Gli interventi da parte del ricercatore e le diversità fra le numerose tec-
niche di clustering che nel tempo sono state prodotte impediscono che i pro-
cessi di analisi portino a soluzioni univoche e ci fa parlare della cluster analysis
come di un processo scienti/co e al  contempo come di un’arte (Hair  et al.,
2014, p. 428). 

Tre  sono  gli  elementi  chiave  nella  realizzazione  di  una  analisi  cluster:  il
modo in cui misuriamo la similarità − e di conseguenza le differenze, che si tra-
ducono in una misura di distanza − fra gli elementi che costituiscono il gruppo,
la procedura attraverso cui costruiamo i cluster, l’interpretazione e la validazio-
ne dei gruppi costituiti. 

Descriviamo di seguito il processo di applicazione della tecnica che è sche-
matizzato nella Tabella 6.1. 

La fase iniziale di lavoro prevede la de/nizione degli obiettivi dello studio e
la selezione delle variabili da prendere in considerazione nella costituzione dei
cluster. Nello screening del dataset è importante veri/care la presenza di: 

● fenomeni di multicollinearità fra le variabili che potrebbero modi/care il 
peso delle dimensioni osservate nella costituzione dei gruppi: variabili al-
tamente correlate fra loro che magari sono riferibili a uno stesso set di in-
formazioni assumono maggiore rilevanza nella composizione dei cluster;

● corretta costituzione del campione che deve essere numeroso e rappre-
sentativo della struttura della popolazione: se così non fosse, raggruppa-
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menti della popolazione sottorappresentati nel campione potrebbero es-
sere assimilati a outlier;

● omogeneità delle scale con cui sono espresse le variabili: qualora le mo-
dalità siano espresse in scale diverse, è necessario standardizzare le va-
riabili. 

Concluse le operazioni di preparazione dei dati, si passa alla fase di creazio-
ne dei gruppi e l’applicazione di algoritmi per raggruppare i cluster. 

L’articolazione dei gruppi parte dalla de/nizione della similarità delle unità
statistiche che li compongono. La similarità rappresenta il grado di corrispon-
denza fra tutte le variabili usate nell’analisi. 

Per le variabili quantitative esistono due metodi per misurare la similarità. 

Il primo e anche il meno usato, più focalizzato sugli schemi e le relazioni fra
le variabili, è il calcolo del coef/ciente di correlazione fra i pro/li di due unità.
Valori più alti di correlazione sono espressione di una maggiore af/nità fra le
unità che quindi verranno inserite in uno stesso cluster poiché simili.

Il secondo metodo, più che calcolare la similarità, veri/ca la dissimilarità, in
quanto non tiene in considerazione la somiglianza fra due unità ma la distanza
che esiste fra le stesse. Il metodo calcola quanto due oggetti sono distanti fra
di loro e raggruppa quelli più vicini. 

Le distanze possono essere calcolate in più modi. Parlando dell’analisi delle
corrispondenze (capitolo 3), abbiamo in parte affrontato questo tema che ora
riprendiamo e approfondiamo.

Fra le più note distanze vi è la distanza euclidea, che possiamo visualizzare
in analisi bivariate in un piano bidimensionale come la lunghezza del segmento
che unisce i due punti di cui stiamo misurando la similarità e che in maniera più
generale nelle analisi multivariate corrisponde alla radice quadrata della som-
ma del quadrato delle distanze fra tutte le variabili che de/niscono le unità sta-
tistiche. Viene anche usata in alcuni casi direttamente senza estrazione della ra-
dice quadrata e con l’aggiunta di pesi che possono essere attribuiti alle singole
variabili qualora sia necessario assegnare ad alcune un peso maggiore nel pro-
cesso di clusterizzazione. 

Altra distanza è quella di Manhattan, anche detta city-block, che somma le
distanze assolute fra le variabili. Una sua variazione è conosciuta come distanza
di Chebyshev, dove la distanza è il valore massimo fra le differenze dei valori
assoluti. 
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Fasi di preparazione

Stage 1: 

Objectives of Cluster 

Analysis

Scegliere l’obiettivo dello studio (è esplorativo o con-
fermativo? È �nalizzato a creare una tassonomia, a 
sintetizzare i dati, a identi�care relazioni latenti esi-
stenti?) 
Selezionare le variabili da includere nello studio 

Stage 2: 

Research Design 

in Cluster Analysis

Veri�care che il campione sia su!cientemente nume-
roso a!nché tutti i gruppi siano ben rappresentati 
Veri�care la presenza di outlier che potrebbero com-
promettere la clusterizzazione o perché fuori dal 
campione (troppo distanti) o perché espressione di 
un gruppo di dimensioni troppo piccole sottorappre-
sentato 
De�nire le procedure per calcolare misure di similari-
tà e distanza 
Se necessario, standardizzare i dati (variabili, distan-
ze, osservazioni) per uniformare le scale 

Stage 3: 

Assumptions 

in Cluster Analysis

Accertarsi che il campione sia rappresentativo della 
struttura della popolazione 
Veri�care casi di multicollinearità delle variabili che 
possono incrementare il peso di alcune dimensioni 
nella de�nizione dei gruppi 

Fasi di costruzione e validazione

Stage 4: 

Deriving Clusters and 

Assessing overall "t

De�nire quale procedura di partizione usare per for-
mare i cluster 
De�nire la stopping rule, la regola cioè che determina
il numero di gruppi a cui fermarsi 
Se necessario, ripetere le operazioni nei casi in cui 
vengano rilevati outlier, gruppi di scarsissima nume-
rosità, risultati poco signi�cativi 

Stage 5: 

Interpretation of the 

Clusters

Descrivere i pro�li risultati nei cluster ottenuti (molto 
spesso a partire dai centroidi)

Stage 6: 

Validation and Pro"ling of 

the Clusters 

Validare la soluzione �nale di clusterizzazione su 
campioni diversi o a partire da prederminati criteri di 
validità 

Tabella 6.1 - Sintesi delle fasi di realizzazione di una cluster analysis 
(Hair et al., 2014, pp. 425-451, nostra rielaborazione).
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Sempli/cando, da un punto di vista geometrico possiamo considerare in un
piano bidimensionale la distanza euclidea come la lunghezza del segmento di
estremi A e B nella Figura 6.2 e la distanza di Manhattan come la somma delle
lunghezze dei segmenti AC e BC. 

Figura 6.2 - Raf/gurazione geometrica in un piano bidimensionale 
delle distanze euclidea (AB) e di Manhattan (AC + BC). 

Sia la distanza euclidea che la distanza di Manhattan sono casi speci/ci della
distanza di Minkowski di ordine  p espressa dalla formula dove  xi e  yi sono le
coordinate dei punti fra i quali calcolare la distanza (distanza di Manhattan per
p = 1 e distanza euclidea per p = 2). 

(6.1)

(∑
i=1

n

|xi− yi|
p)
1/ p

Aggiungiamo all’elenco la distanza Mahalanobis nel cui computo non ha in-
Luenza la maggiore o minore variabilità delle variabili. 

Le variabili qualitative sono usate più raramente in procedure di cluster ana-
lysis e in seguito a processi di dummizzazione. Per misurare le distanze in que-
sti casi si utilizzano misure di associazione che nei casi più semplici veri/cano
per ogni unità statistica la percentuale di concordanza all’interno di un gruppo
di variabili. Vengono quindi raggruppate le unità che mostrano una percentua-
le simile di modalità (1,0) nelle variabili dummy o di concordanza fra le modali-
tà attribuite a più variabili. 
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Alla scelta del tipo di distanza/misura di similarità che decidiamo di utilizza-
re, segue la scelta dell’algoritmo da usare per formare i gruppi. 

Si distinguono tecniche gerarchiche e non gerarchiche, applicate di volta in
volta in base ai contesti della ricerca. 

Le prime organizzano le osservazioni ad albero (si vedano le Figure 6.3 e
6.4). 

Si parte dal considerare le osservazioni singolarmente e calcolare le distan-
ze che intercorrono fra tutte. Le due unità più vicine vengono associate in un
cluster. Si misurano le distanze di questo primo cluster dalle altre unità e di
nuovo le distanze inferiori indicano quali osservazioni/cluster raggruppare. Si
ripete l’algoritmo /no ad ottenere un unico gruppo costituito dalle n osserva-
zioni del campione. Questa procedura è detta agglomerativa poiché partiamo
da tutte le osservazioni e, aggregandole, giungiamo a individuare il numero ot-
timale di cluster per il nostro studio. Nelle procedure gerarchiche agglomerati-
ve la distanza fra i gruppi da formare può essere calcolata con algoritmi diversi:
per aggregare due unità/cluster possiamo prendere in considerazione la di-
stanza minima fra le osservazioni che lo compongono (single-linkage) o al con-
trario la distanza massima (complete-linkage). O ancora si può calcolare la simi-
larità come media fra tutte le distanze fra ciascuna coppia di oggetti che fanno
parte dei due cluster (average linkage); si può considerare la distanza minima
fra i centroidi dei due cluster dove per centroide indichiamo il punto che ha
per coordinate i valori medi delle osservazioni sulle variabili  nel cluster; o si
può usare il Ward’s method che raggruppa le unità che portano al minimo in-
cremento possibile della devianza in ogni livello di  fusione,  apprezzando la
perdita del minor numero di informazioni nell’aggregazione di una coppia di
oggetti. 

Opposte agli algoritmi agglomerativi sono le procedure gerarchiche de/ni-
te divisive, meno utilizzate. In esse si procede in maniera inversa: tutte le osser-
vazioni vengono considerate come un unico gruppo che viene diviso in sotto-
gruppi più piccoli a mano a mano che aumentano le distanze fra le osservazio-
ni. Si distinguono fra gli algoritmi divisivi quelli monotetici che usano solo una
variabile per dividere i sottogruppi e quelli politetici che usano tutte le variabili
del dataset. 

Una tipologia di gra/co usata per rappresentare gli algoritmi gerarchici è il
dendrogramma che negli esempi delle Figure 6.3 e 6.4 presenta sulle ascisse
le distanze fra le osservazioni e sulle ordinate le osservazioni stesse. In gra/ci di
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questa natura, gli outlier si visualizzano come gli oggetti che vengono aggan-
ciati per ultimi nei gruppi. 

In entrambe le /gure, sono rappresentati in ambito multivariato i raggrup-
pamenti generati su un cluster di 20 studenti (il numero estremamente basso è
stato utilizzato solo a scopo esempli/cativo) a partire dai voti conseguiti nei 7
esami del primo anno nel CdL in Digital Education [il dataset completo e am-
pliato da altre variabili è stato utilizzato con la cluster analysis in due studi che
riguardano i sistemi di tutoring (De Santis et al., 2021a) e i fattori che inLuenza-
no il successo accademico (De Santis et al., 2021b)]. Ci chiediamo se possano
essere rilevate delle similarità nei pro/li degli  studenti  che hanno scelto nel
corso del primo anno di sostenere uno o più esami di settori disciplinari diver-
si. Sono quindi 7 le variabili scelte per operare la clusterizzazione. Nella Figura
6.3 è stata usata la distanza di Manhattan e l’algoritmo agglomerativo del com-
plete-linkage; nella seconda la distanza euclidea e l’algoritmo single-linkage. In
R le distanze sono state calcolate con la funzione dist (libreria: stats) e i clu-
ster con la funzione hclust (libreria: stats). Notiamo che nei due gra/ci i li-
velli di fusione e la composizione /nale dei cluster differisce. 

Accade frequentemente che l’uso di metodi diversi per descrivere le distan-
ze e per aggregare i gruppi restituisca soluzioni con cluster diversi per numero
e oggetti che li compongono. Ripetere le operazioni con più metodi e confron-
tare i risultati aumenta la ragionevolezza della nostra suddivisione e ci porta a
identi/care fra le classi/cazioni quella maggiormente sensata e utile. Queste
differenze nei processi di clustering ribadiscono quanto sia importante partire
da teorie e ricerche precedenti,  ipotesi concrete e giusti/cazioni di ciascuna
fase di lavoro per gestire al meglio la scelta delle variabili e dei metodi e l’inter -
pretazione dei risultati. 

Le procedure non gerarchiche di raggruppamento dei cluster partono dalla
de/nizione del numero k di cluster da formare sulla base dei semi ossia punti
di riferimento rispetto ai quali viene calcolata la distanza di ciascuna osserva-
zione del campione. Talvolta i semi del cluster vengono de/niti dal ricercatore
stesso a partire da altre ricerche o analisi precedenti, altre volte sono generati
attraverso selezioni random. L’algoritmo non gerarchico più noto, de/nito  k-

means, è una procedura a partizione iterata: i gruppi vengono formati attorno
ai semi identi/cati. In seguito vengono calcolati i centroidi di ciascun cluster e
ricalcolate le distanze delle unità dai centroidi. In base ad esse, le unità sono ri-
distribuite in nuovi gruppi.
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Figura 6.3 - Esempio di dendrogramma (distanza di Manhattan e 
algoritmo gerarchico agglomerativo del complete-linkage). Il gra/co 
è stato realizzato in R con la funzione ggdendrogram (libreria: 
ggdendro).

Figura 6.4 - Esempio di dendrogramma (distanza euclidea e 
algoritmo gerarchico agglomerativo del complete-linkage). Il gra/co 
è stato realizzato in R con la funzione ggdendrogram (libreria: 
ggdendro).
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L’algoritmo viene ripetuto /no a quando, al momento del computo dei cen-
trodi,  questi  conservano  una  posizione  /ssa.  Gli  algoritmi  che  funzionano
sull’identi/cazione dei semi in maniera sequenziale o parallela non prevedono
lo spostamento di una unità statistica fra gruppi in base al modo in cui si asse-
gnano le osservazioni, cosa che invece è fatta da algoritmi di ottimizzazione più
raf/nati. 

Fra le procedure non gerarchiche si annoverano anche i metodi di ottimizza-
zione e gli algoritmi genetici (Paterlini & Minerva, 2001; Pattarin, Paterlini & Mi-
nerva, 2004).

A quanti gruppi fermarsi? Quanti cluster rappresentano in maniera ottimale
il campione? 

Anche se non esiste una risposta univoca a tali  domande, ci sono buone
pratiche e processi di analisi che portano ad identi/care soluzioni valide da un
punto di vista teorico e pratico. 

Nei casi dell’uso di metodi gerarchici il processo di clustering viene interrot-
to  quando  si  raggiunge  un  grado  di  eterogeneità  interna  non  accettabile.
L’eterogeneità può essere misurata come la distanza dei livelli di fusione. In ge-
nere si è soliti considerare tagli a metà della distanza totale, che vediamo nei
dendrogrammi in /gura sull’asse delle ascisse. Si guardi a scopo esempli/cati-
vo la Tabella 6.2 riferita ai dati della Figura 6.3, nella quale abbiamo riportato i
livelli di fusione superiori al decimo per mostrare il comportamento negli ultimi
livelli, dato che nei precedenti l’incremento della distanza è suf/cientemente
costante. La prima colonna indica il livello di fusione, la seconda e la terza i clu -
ster e le unità raggruppate (con il segno -) e la quarta colonna la distanza misu-
rata. Il taglio dei cluster si /ssa quando le differenze fra i livelli di fusione sono
troppo elevate. In questo caso esempli/cativo, il ricercatore valuterà se /ssare
il taglio dopo il livello 13 o 15, dopo aver analizzato la composizione dei cluster
ottenuti. Tale analisi viene condotta per cluster con il computo degli indici di
posizione per ciascuna variabile e la visualizzazione gra/ca della distribuzione
dei dati. 

Ultime fasi di lavoro in una analisi cluster sono l’interpretazione e la valida-
zione dei risultati. Il ricercatore, a partire dalle suddivisioni fra le osservazioni,
determina i pro/li dei soggetti appartenenti a ciascun cluster. Le caratteristiche
dei centroidi possono sintetizzare le proprietà degli elementi dell’intero cluster
e, qualora non ben diversi/cate fra i gruppi, indicare che le operazioni di clu-
sterizzazione vanno ripetute. La signi/catività pratica della clusterizzazione può
essere validata ripetendo l’operazione su altri campioni oppure suddividendo
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il campione di partenza in due in modo da veri/care i risultati. Criteri di predit-
tività derivanti da presupposti teorici o concettuali possono allo stesso modo
permettere di validare le classi/cazioni ottenute.

Livello di fusione Elemento 1 Elemento 2 Distanza 

... ... ... ...

10 -19 7 25

11 -6 -15 26

12 -16 6 28

13 -3 8 31

14 -2 9 43

15 10 13 47

16 -1 14 68

17 11 12 72

18 15 16 99

19 17 18 188

Tabella 6.2 - Livelli di fusione per il processo di clustering della 
Figura 6.3. 

Un ultimo aspetto da tenere in conto è il fatto che l’attribuzione di una unità
statistica a un gruppo ovvero a un altro non sempre è de/nita (crispy/hard attri-

bution) ma, trovandosi in prossimità dei bordi, un’unità potrebbe appartenere
a un gruppo oppure a uno vicino (fuzzy attribution) senza che questo alteri si-
gni/cativamente la struttura dei cluster. È compito del ricercatore de/nire que-
ste situazioni limite anche basandosi sulla profonda conoscenza del fenomeno.

6.2 - L’uso della cluster analysis nella ricerca educativa 

Presentiamo alcuni studi che hanno utilizzato la cluster analysis come tecni-
ca di analisi, nella consapevolezza di non poter essere esaustivi né nella descri-
zione delle ricerche, né nella varietà dei casi. 

È frequente che questa tecnica venga utilizzata in concomitanza con altre, a
volte per classi/care, altre per individuare l’organizzazione latente in gruppi
che caratterizza dataset di vario genere. Le ricerche, non senza eccezioni e casi
particolari, prendono in considerazione come unità statistiche nell’analisi sia in-
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dividui  che,  meno frequentemente,  organizzazioni.  Questo  comporta  che  il
metodo venga utilizzato ad esempio in ricerche che restituiscono informazioni
sulle strategie di apprendimento e sull’acquisizione di abilità cognitive e non
cognitive e, parimenti, in studi che analizzano le modalità di funzionamento di
organizzazioni che a vari livelli si occupano di formazione. 

Vitomir Kovanović e colleghi (2019) utilizzano la cluster analysis per identi/-
care le principali strategie di studio degli iscritti a un MOOC sulla programma-
zione erogato su edX. La ricerca intende veri/care l’esistenza di differenze si-
gni/cative nei gruppi di utenti costituiti in base alla tipologia di engagement
nel corso e quali/cati, in secondo luogo, dal voto /nale conseguito e dai livelli
percepiti delle tre dimensioni chiave dell’apprendimento in una community of
inquire (cognitive presence, social presence, teaching presence). Le modalità
di fruizione dell’ambiente didattico, le strategie di apprendimento degli stu-
denti e il loro livello di engagement nel corso sono state identi/cate a partire
dai log e in particolare da 29 variabili calcolate come misure ottenute dal trac-
ciamento in piattaforma di oltre 20mila studenti. Fra le altre: i numeri di accessi
al corso e di navigazione nelle pagine, i numeri di valutazioni completate e del-
le videolezioni visualizzate, i numeri di partecipazione alle discussioni. Agli stu-
denti è stato somministrato un questionario in ingresso centrato su dati anagra-
/ci, motivazioni e aspettative e uno in uscita che, oltre a domande sulla soddi-
sfazione, conteneva item sulle percezioni dello sviluppo di un modello di com-
munity of inquire nell’esperienza di apprendimento online. 

Nella cluster analysis gli autori hanno utilizzato il metodo agglomerativo di
Ward calcolando la distanza euclidea. Le differenze fra i gruppi sono state vali -
date usando la tecnica di analisi MANOVA. Sono state prese in considerazione
le distanze fra i livelli di fusione sul dendrogramma per distinguere tre gruppi
corrispondenti a tre pro/li di studente-tipo, descritti poi a partire dai valori del
centroide di ciascun cluster (Figura 6.5). Gli autori hanno attribuito a ciascun
pro/lo un aggettivo identi/cativo, parlano infatti di  limited,  selective e  broad

users. Il gruppo più numeroso è quello indicato con l’aggettivo limited che rac-
coglie studenti poco motivati, che non partecipano alle attività e che scelgono i
video fra  gli  oggetti  didattici  presenti  sulla  piattaforma.  Il  termine selective
identi/ca gli studenti che hanno un coinvolgimento medio e non partecipano
alle  discussioni;  sono quelli  focalizzati  sull’ottenimento del  certi/cato  e  che
centrano le loro attività sulla visualizzazione dei video e sugli assessment. Ulti -
mo gruppo è quello dei broad users contraddistinti da un alto coinvolgimento,
l’uso di tutte le risorse nel corso, un’attenzione speciale a risorse e tool, motiva-
ti da fattori professionali e curiosità. 
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Nelle conclusioni, a partire dalle caratteristiche identi/cate nei cluster, i ri -
cercatori abbinano a ciascun gruppo un intervento didattico più utile: gli utenti
limited, che non mirano a concludere il corso, avrebbero probabilmente biso-
gno di interventi per essere coinvolti nei processi piuttosto che per lavorare sui
contenuti; i selected user, oltre a un coinvolgimento più ampio nelle discussio-
ni, avrebbero bisogno di interventi focalizzati sull’acquisizione di conoscenze e
competenze, poiché interessati a questo. I broad users, già molto coinvolti nel
corso, potrebbero essere resi moderatori nelle attività per supportare i parteci-
panti  meno impegnati.  Individuare l’appartenenza di uno studente a uno di
questi gruppi permette dunque di attivare proposte di individualizzazione dei
percorsi formativi nei confronti dei singoli utenti anche in una piattaforma con
numeri così alti di iscritti. 

Figura 6.5 - A sinistra, dendrogramma della cluster analysis 
realizzata in una ricerca sulle strategie di studio in un MOOC nella 
quale sono stati ottenuti tre cluster fra i partecipanti. A destra, 
confronto fra le caratteristiche dei tre cluster dello stesso studio, in 
grigio i risultati relativi alle discussioni online (Kovanović et al., 2019, 
p. 25-26). 

In maniera simile, anche uno studio condotto da Nick A. Stites e colleghi
(2019) utilizza la partecipazione in un ambiente di apprendimento, de/nito atti-
vo e collaborativo, per identi/care gli “archetypical patterns” nell’uso delle ri-
sorse di un corso blended di Dinamica e, al contempo, le motivazioni e i valori
che guidano gli studenti nell’uso di ciascun modello. Per la raccolta dei dati in
questo caso non vengono utilizzati i log ma un questionario somministrato al
termine del corso a 581 studenti in Ingegneria. Nel questionario è stato chiesto
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di indicare con quale frequenza ciascuno dei 9 tipi di risorsa presente nel corso
è stata fruita. Le risposte relative alle frequenze di utilizzo delle risorse sono sta-
te utilizzate come variabili nell’analisi cluster. 

Gli autori hanno identi/cato 14 modelli  di clustering e hanno selezionato
quello che meglio si adeguava ai dati raccolti attraverso il criterio di verosimi-
glianza del Bayesian Information Criterion (BIC). Sono stati creati 9 cluster (si
veda la Figura 6.6) nei quali, per ognuno, le frequenze d’uso si concentrano su
diverse risorse o attività. La scelta delle risorse da parte di uno studente aiuta a
far luce anche sulle sue capacità autoregolative nella ricerca di supporto nello
studio. 

Tale attività, de/nita  help-seeking behaviour, è stata l’argomento al centro
delle interviste condotte con 44 studenti appartenenti ai 9 gruppi. Lo studio va-
lorizza la presenza di risorse didattiche di natura diversa nelle piattaforme che
ospitano corsi online. La loro varietà può rispondere ai bisogni diversi/cati de-
gli studenti e i docenti, note queste informazioni, possono avere chiaro il modo
in cui ciascuna variazione nelle attività e nelle risorse inLuisce sulle modalità di
studio di ciascuno studente. 

 

Figura 6.6 – Valori medi delle frequenze relative all’uso delle varie 
risorse da parte degli studenti suddivisi per cluster. Accanto ai nomi 
dei cluster, sono riportati la loro dimensione e il numero dei soggetti
estratti per l’intervista (Stites et al., 2019, p. 1745). 
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 Po-Yao Chao (2016) conduce una ricerca fra gli studenti universitari in un
corso in Informatica nel tentativo di comprendere quali pattern di comporta-
mento gli studenti adoperano per la programmazione visuale in ambienti gra/-
ci e se essi sono il risultato di performance diverse nella risoluzione di problemi
computazionali. 158 studenti di un’università di Taiwan hanno utilizzato un am-
biente di programmazione gra/ca creato ad hoc in un corso /nalizzato ad ac-
quisire i principi del linguaggio di programmazione C++. Nelle otto settimane
del corso sono stati previsti quattro incontri della durata di un’ora; ai parteci-
panti è stato chiesto di usare l’ambiente per risolvere problemi nelle fasi di in-
troduzione, formazione e pratica, al /ne di completare gli  assignment. Sono
stati collezionati i log /le e da essi sono stati calcolati 10 indicatori su computa-
tional practice, computational design e computational performance. La cluster
analysis è stata realizzata prendendo in considerazione come variabili i 5 indi-
catori della computational practice. Per l’analisi è stato usato prima il metodo
di Ward che ha condotto alla de/nizione del numero dei cluster; si è fatto poi
ricorso al metodo k-means per ottimizzare i risultati con la ridistribuzione delle
unità statistiche. Sono stati così individuati 4 cluster corrispondenti a differenti
approcci alla pratica computazionale. A ciascun approccio sono stati associati
anche gli indicatori relativi al computational design e alla computational per-
formance. I risultati ottenuti hanno ricadute nell’ambito della didattica per ride-
/nire le caratteristiche degli ambienti di apprendimento di programmazione
per i giovani programmatori e dei percorsi formativi più ef/caci per far acquisi-
re competenze di problem solving e programmazione nel settore informatico. 

Fino a questo punto abbiamo mostrato come attraverso la cluster analysis
sia possibile usare informazioni di varia natura sugli studenti per raggruppare
pro/li e adeguare le pratiche didattiche in base ad essi. I tre studi presentati,
inoltre, hanno in comune il contesto di svolgimento della ricerca, ossia un am-
biente di formazione online. Uno studio svolto su attività in presenza in una
scuola superiore è quello di Jennifer A. Schmidt, Joshua M. Rosenberg, e Pa-
trick N. Beymer (2018). Lo studio differisce dai precedenti non solo per la diffe-
renza di ambiente (online e in presenza) ma anche perché in questa ricerca le
unità statistiche non sono gli studenti ma quelli che gli autori de/niscono mo-

mentary engagement pro�les (MEP) ossia i pro/li rilevati in un dato momento
rispetto a tre tipi di engagement – behavioral, cognitive e affective – durante le
lezioni di scienze. L’obiettivo dell’articolo è quello di raggruppare i MEP in pro-
/li simili e allo stesso tempo stabilire se esiste una relazione fra l’engagement,
il tipo di attività svolte in quel determinato momento e la presenza di attività di
scelta da parte degli studenti rispetto ai compagni con cui lavorare, le attività
da svolgere, i materiali da usare e così via. 
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Seguendo le procedure dell’Experience Sampling Method (Csikszentmiha-
lyi, 2014), in due periodi dell’anno scolastico per 5 giorni, 244 studenti sono
stati dotati di un cercapersone che si attivava per due volte in varie fasi di una
lezione. Al segnale, gli studenti dovevano rispondere ad alcuni item relativi ai
livelli di engagement e alle attività di scelta. Le lezioni sono state registrate e
ciascun momento è stato contrassegnato in base a 10 tipi di attività: lezione, la-
boratorio, test, discussione, lavoro in gruppi e individuale, video, presentazio-
ne, attività informali e altro. Sono state così collezionate 4136 risposte che han-
no fotografato i livelli di engagement e di scelta nelle lezioni di scienze in un
dato istante corrispondente a una particolare attività didattica. 

Sui MEP è stata condotta una cluster analysis in 2 step: nel primo una cluster
gerarchica agglomerativa del tipo complete-linkage con il calcolo della distan-
za euclidea al  quadrato;  in seguito,  a  partire dai  risultati  ottenuti  nel  primo
step, è stato organizzato il secondo con il metodo k-means che, come già det-
to, ha il vantaggio di ottimizzare i risultati. La ricerca ha restituito 6 cluster iden-
ti/cando pro/li istantanei distinti in base ai livelli di behavioral, cognitive e af -
fective engagement. I pro/li sono stati de/niti come universally low,  reluctant,
pleasurable, rational, moderately full, full engagement. 

Lo studio raccoglie informazioni sul complesso rapporto (multidimensionale
e legato al contesto) di coinvolgimento degli studenti nello studio delle scien-
ze (il cluster più ampio è quello dell’universally low) e fornisce indicazioni ai do-
centi per determinare quelle attività didattiche che nella pratica possono mag-
giormente coinvolgere gli studenti. 

Cosa succede quando le unità statistiche sono programmi o enti di forma-
zione? 

Laura Perna e Elaine Leigh (2017) studiano 289 promise programs dei colle-
ge statunitensi (programmi equiparabili a premi e borse di studio che mirano a
incentivare l’iscrizione ai college e migliorare il  contesto culturale) per com-
prenderne le caratteristiche, il design, l’impatto sociale e de/nire un framework
di riferimento per organizzarli e categorizzarli. 

Dopo aver selezionato i programmi in base ad alcune caratteristiche presta-
bilite, aver creato un manuale per uniformare i risultati nella selezione da parte
di ogni membro del team di ricerca e de/nito un processo di assicurazione
della qualità, gli autori hanno realizzato una cluster analysis su un dataset com-
posto da variabili qualitative usando il metodo gerarchico agglomerativo con
algoritmo average-linkage. Hanno costruito tre modelli di clustering modi/can-
do il numero e il tipo di variabili coinvolte in base a precedenti studi e a consi -
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derazioni sulle caratteristiche dei programmi (come tipologia di  sostegno /-
nanziario e richiesta di residenza in un determinato stato/città). Hanno ottenuto
per ognuno dei tre modelli soluzioni diverse a 6 gruppi. L’analisi ha permesso
di identi/care fattori che differenziano i programmi (la sponsorizzazione stata-
le, il tipo di sostegno /nanziario e di istituzioni in cui la borsa di studio può es-
sere utilizzata, criteri di merito o di necessità) e ha aperto la strada a ricerche
future che a partire da queste informazioni possano individuare modalità di
progettazione dei programmi promise (e di conseguenza variabili speci/che)
che promuovano la partecipazione all’higher education di gruppi di studenti
distinti. 

Altro esempio è una ricerca condotta da Rosa Puertas e Luisa Marti (2019)
che si occupa del tema della sostenibilità negli atenei. Lo scopo dell’indagine è
quello di costruire un indicatore che, a partire dal precedente UI GreenMetrics,
possa classi/care in maniera più completa gli atenei misurando anche l’ef/ca-
cia delle misure intraprese. Nello studio la cluster analysis è utilizzata per distin-
guere gruppi fra 719 università a partire dai 6 indicatori descritti nell’UI Green-
Metric World University Ranking: la struttura, l’uso dell’acqua e dell’energia, i
programmi di riciclo dei ri/uti, l’organizzazione dei trasporti, la formazione e la
ricerca sulla sostenibilità. I 4 gruppi omogenei identi/cati in base ai livelli di so-
stenibilità degli atenei (low,  medium low,  medium high,  high) hanno rappre-
sentato il punto di partenza sui quali i ricercatori, usando altre metodologie di
analisi, hanno potuto formulare un nuovo indicatore (DEA-GreenMetric) e una
classi/cazione che tenga conto degli sforzi compiuti dagli atenei per gestire lo
sviluppo sostenibile e controllare le questioni ambientali. 

Gli  esempi presentati  di  ricerche condotte in ambito educativo con l’uso
della cluster analysis mostrano le /nalità esplorative e descrittive del metodo
che permette di identi/care tendenze latenti nelle modalità di raggruppamen-
to delle unità statistiche, siano soggetti in formazione oppure programmi/enti
educativi, che contribuiscono a ripensare le policy e le pratiche didattiche. 



CAPITOLO 7
MULTIDIMENSIONAL SCALING

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· descrivere le tecniche di multidimensional scaling;

· distinguere le caratteristiche del multidimensional scaling metrico e non 

metrico;

· elencare esempi della ricerca educativa nei quali è stato utilizzato il mul-

tidimensional scaling.

7.1 – Multidimensional scaling

Con le tecniche di Multidimensional Scaling (MDS) entriamo nell’ambito del-
la statistica computazionale nella quale l’uso di algoritmi nelle procedure di
analisi è prioritario rispetto all’applicazione di procedimenti analitici. 

Si tratta di tecniche esplorative di interdipendenza nelle quali, riproponen-
do quanto detto nel capitolo 3, l’interesse del ricercatore è quello di rivelare la
struttura latente dei dati frequentemente tramite rappresentazioni gra.che. Già
traducendo il termine “multidimensional scaling”, comprendiamo che siamo di
fronte a tecniche di riduzione della dimensionalità nel contesto multivariato.
Anche in questo caso, usando i metodi di MDS possiamo passare da n variabili
(dimensioni) a k dimensioni che sono combinazione delle n variabili. La scelta
di k frequentemente cade sul numero 2 o sul numero 3, perché così facendo si
riesce a rappresentare i dati in un piano bi-dimensionale o tri-dimensionale.
Ma questo è solo un limite della capacità di visualizzazione del ricercatore, non
esiste alcun valido motivo (vedremo in seguito) per limitarsi a due o tre dimen-
sioni.

Quando l’oggetto di studio sono le variabili, le rappresentazioni gra.che ot-
tenute sono de.nite mappe di percezione; quando ad essere visualizzate sono
le unità statistiche, si parla di mappe di classi.cazione. 
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Come nell’analisi  delle corrispondenze e nella cluster analysis, il punto di
partenza nell’applicazione del  MDS è il  calcolo delle prossimità,  le distanze
cioè. Tuttavia, rispetto alle due precedenti tecniche emergono delle differenze:

● l’analisi delle corrispondenze, come il MDS, viene applicata per ridurre le 
dimensioni e ugualmente restituisce visualizzazioni gra.che molto ef.caci
ma agisce soltanto su variabili non metriche calcolando le distanze fra le 
frequenze congiunte. Al contrario le tecniche di MDS possono essere ap-
plicate a variabili sia metriche che non metriche con procedure diverse, 
come vedremo. 

● la cluster analysis pur lavorando sulle distanze con variabili metriche e 
non metriche non è .nalizzata alla data reduction ma al raggruppamento 
di unità statistiche. Vedremo, soprattutto nel paragrafo 7.2, come MDS e 
cluster analysis siano usate spesso in combinazione per ridurre le dimen-
sioni in un dataset e successivamente creare cluster fra gli stessi dati. 

L’esempio che frequentemente si incontra nei manuali di statistica per spie-
gare il MDS si rifà alle mappe geogra.che: applicando il MDS si riesce infatti a
passare dalle distanze fra le città alle coordinate che ci permettono di dise-
gnarle nel piano. Negli esempi, la con.gurazione risultante si avvicina alla di-
stribuzione delle città su una cartina geogra.ca. Talvolta potrebbe tuttavia es-
sere necessario specchiare, traslare o ruotare nel piano le con.gurazioni gra.-
che risultanti dall’analisi (e dunque i punti). Questo non ci sorprende poiché gli
algoritmi lavorano sulle distanze e non sull’orientamento dei punti. L’interpre-
tazione dei dati quindi può essere fatta a meno di rotazioni, traslazioni o sim-
metrie (tutte trasformazioni che mantengono le distanze). 

L’esempio mostra in maniera semplice e convincente che gli algoritmi com-
putazionali alla base del MDS permettono di passare dal calcolo delle distanze
fra le unità statistiche alla determinazione delle coordinate che indicano la po-
sizione dei punti nello spazio multidimensionale (nel piano per k = 2) a meno di
trasformazioni invarianti rispetto alla distanza (rotazione, traslazione, e così via).
Alla base di questo gruppo di tecniche vi  è un problema di ottimizzazione:
l’obiettivo delle procedure che ci apprestiamo a descrivere è fare in modo che
le distanze osservate siano il più possibile simili a quelle calcolate in una solu-
zione di dimensioni inferiori, vogliamo cioè che la differenza fra le due distanze
(osservata e calcolata) sia la minima possibile o, al meglio, nulla. 

Prima di addentrarci nella descrizione dell’uso della tecnica, un’osservazio-
ne è necessaria: nonostante la rappresentazione gra.ca sia uno dei risultati più
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interessanti delle tecniche di MDS, non sempre queste ultime vengono usate
per la visualizzazione; in alcuni casi all’analista interessa soltanto usare il MDS
per ridurre la dimensionalità e analizzare in un numero inferiore di variabili la
varianza di un insieme di dati. 

7.1.1 - Applicazioni delle tecniche di multidimensional scaling 

Come sempre, la prima domanda che ci poniamo nel momento in cui ci tro-
viamo ad applicare una tecnica di analisi riguarda gli assunti da veri.care. 

Nel MDS non abbiamo assunti da esaminare se non le indicazioni relative al
numero di casi: esso dovrebbe essere superiore al quadruplo delle dimensioni
desiderate. Per una soluzione bi-dimensionale, quindi, dovremmo avere alme-
no 9 unità statistiche da osservare (Hair et al., 2014, p. 489). 

Detto ciò, guardiamo alle fasi di lavoro, ripartendo dal concetto di distanza
e da qualche esempio. Immaginiamo di desiderare l’opinione degli studenti su
n libri di testo o su n piattaforme online o su n metodologie didattiche. 

Possiamo chiedere agli studenti di indicare quanto i differenti libri di testo
(così come le piattaforme o le metodologie) sono diversi o simili fra di loro. I
dati raccolti in questo caso sono già le distanze e sono denominate prossimità

dirette. Se dal punto di vista dei calcoli parlare di differenze o di similarità non
comporta grandi variazioni, dal punto di vista formale e interpretativo siamo
dinnanzi a due casi diversi. 

Potremmo altrimenti chiedere di esprimere opinioni su alcune caratteristi-
che di libri, piattaforme, metodologie. In questo caso non raccoglieremo diret-
tamente le distanze fra gli oggetti ma potremo calcolarle con una matrice di di-
stanze come visto nei capitoli 3 e 6. Si parla in questo caso di  prossimità indi-

rette. Nel calcolo tipicamente viene utilizzata la distanza euclidea. Sappiamo
che usando la distanza euclidea su n unità è possibile rappresentarle in n - 1 di-
mensioni. Tuttavia, qualora con la distanza euclidea non si ottengano risultati
soddisfacenti si può passare alle distanze di Manhattan o altre di cui abbiamo
già parlato (cap. 6). 

De.nite similarità o differenze, prossimità dirette o indirette, l’analista dovrà
scegliere l’approccio di analisi dei dati fra due: classico/metrico e ordinale/non

metrico. 

Nel primo approccio, gli algoritmi portano a de.nire le coordinate dei punti
sulle k dimensioni individuate mantenendo le distanze fra di essi il più possibile
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simili  alle  distanze  originali.  Nel  secondo la  de.nizione delle  coordinate  (e
quindi la disposizione dei punti nello spazio) non avviene sulla base del valore
delle distanze ma in base all’ordinamento delle stesse, facendo in modo quindi
che se la distanza fra i punti/unità statistiche A e B è numericamente la quarta
più alta del dataset,  anche la distanza nel gra.co fra i  punti disegnati sia la
quarta più alta senza necessariamente conservarne il valore numerico. 

Facciamo un esempio usando un’unica variabile e un’unica dimensione. Im-
maginiamo di voler rappresentare gra.camente la distanza fra i voti all’esame
di “Tecniche di analisi dati” di cinque studenti (Tabelle 7.1 e 7.2). 

Studenti/esse A B C D E

Voto 25 28 26 30 22

Tabella 7.1 - Voti di 5 studenti/esse del corso di “Tecniche di analisi 
dati” espressi in trentesimi. 

A B C D E

A /

B 3 /

C 1 2 /

D 5 2 4 /

E 3 6 4 8 /

Tabella 7.2 - Matrice delle distanze fra i voti degli studenti in Tabella
7.1 (ricordiamo che la distanza è una funzione de.nita positiva).

Usando un approccio metrico, nella rappresentazione dei punti (nella scelta
delle coordinate in uno spazio a una dimensione) dovremmo rispettare esatta-
mente i valori delle distanze come in Figura 7.1 dove, ad esempio, la distanza
AC è pari a 1, la ED a 8 e la AB a 3 così come leggiamo nella matrice delle di-
stanze in Tabella 7.2. Nell’approccio ordinale o non metrico invece distribuia-
mo i punti  corrispondenti  agli  studenti  conservando semplicemente l’ordine
delle distanze senza preoccuparci dei valori numerici. In Figura 7.2, infatti la di-
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stanza fra i punti (voti degli studenti) E e D è certamente la più ampia ma non è
pari a 8, così come la distanza fra A e C è la più piccola ma non è pari a 1. Allo
stesso modo le distanze CE e CD sono uguali fra loro, le quarte nell’ordine di
grandezza (essendo AC la distanza più piccola pari a 1, BC e BD pari a 2 e
quindi seconde nell’ordine, AB e AE pari a 3 e quindi terze nell’ordine) ma non
valgono 4 (la distribuzione dei punti nelle Figure 7.1 e 7.2 è puramente esem-
pli.cativa e non è il frutto di rigorose procedure di analisi). 

Figura 7.1 - Approccio classico/metrico del MDS: è rispettato il 
valore numerico delle distanze.  

Figura 7.2 - Approccio ordinale/non metrico del MDS: è rispettato 
l’ordinamento delle distanze.

È facile capire che nel MDS metrico le variabili dovranno necessariamente
essere quantitative dato che sono i  valori  delle distanze ad interessarci;  nel
MDS ordinale invece, dato che centrale è l’ordinamento, possono essere osser-
vate anche variabili qualitative che introducono nell’analisi valutazioni soggetti-
ve come negli esempi precedenti relativi alle opinioni sul confronto di libri di
testo o metodologie didattiche. 

Nell’approccio classico/metrico, lo scopo è trovare una con.gurazione su un
basso numero di dimensioni in cui le distanze reali e calcolate fra i punti risulti -
no simili e dunque, trovare una nuova matrice distanza con un numero inferio-
re di dimensioni nella quale gli oggetti conservano la stessa distanza fra loro.



166  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

Per tale ragione le coordinate sono calcolate attraverso l’analisi delle compo-
nenti principali per le k variabili scelte oppure attraverso il metodo dei minimi
quadrati minimizzando in una regressione lineare la differenza fra le distanze
reali e quelle teoriche. 

Il criterio per misurare la bontà dell’approssimazione è la funzione di stress

o �tness di cui esistono più varianti. La calcoliamo qui come radice quadrata
del rapporto fra la sommatoria del quadro delle differenze fra le distanze os-
servate δij e teoriche dij e la sommatoria del quadrato delle distanze calcolate. 

(7.1)

Stress  = √∑i< j(dij−δij)
2

∑i< j(dij
2)

Se le distanze reali e quelle ottenute dalla rappresentazione gra.ca coinci-
dono, e quindi se la matrice originale delle distanze osservate coincide con
quella delle distanze calcolate, il valore dello stress sarà pari a 0. 

L’algoritmo di riposizionamento che calcola le coordinate dei punti nel nuo-
vo sistema a  k dimensioni lavora per  trial & error (esistono vari algoritmi ma
quasi tutti procedono per tentativi successivi => trial, in cui si mantiene di volta
in volta la con.gurazione migliore scartando quelle peggiori => error). Sempli-
.cando,  l’algoritmo imposta  i  punti,  calcola  le  distanze  dij e  la  funzione  di
stress. Se il valore di quest’ultima non è soddisfacente, ripete il ciclo in un pro-
cesso iterativo: modi.ca la con.gurazione dei punti, calcola le distanze dij e la
funzione di stress. La procedura si interrompe quando il valore dello stress rag-
giunge un valore accettabile oppure si giunge a convergenza di un valore da
noi indicato per lo stress o i tentativi oppure quando anche ripetendo le opera-
zioni non si ottengono miglioramenti. Nelle prime con.gurazioni nelle quali di-
stanze osservate e sperimentali sono molto diverse fra loro, lo stress può ten-
dere a 1. I valori dello stress sono considerati buoni quando sono prossimi allo
0,05; valori attorno a 0,20 indicano un poor �t. 

Nell’approccio  ordinale/non  metrico,  la  con.gurazione  dei  punti  cercata
deve conservare l’ordinamento delle  distanze osservate.  Calcoliamo quindi,
dalle distanze sperimentali dij,  le d̂ij (de.nite dissimilarità) tali che queste ulti-
me siano nello stesso ordine di rango delle distanze reali (o in quello inverso
per le similarità). Per passare dalle dij alle d̂ij , si usa il metodo della regressio-
ne monotona dei minimi quadrati  (regressione non necessariamente lineare
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purché la  funzione  di  regressione  sia crescente  o  decrescente  rispettando
l’ordinamento delle distanze). 

Nella funzione di stress le distanze osservate vengono confrontate con quel-
le d̂ij ottenute dalla procedure di approssimazione (�tting). Si usa in questo
caso il Kruskal’s stress, tipo I (detto semplicemente stress). 

(7.2)

Kruskal
'
s Stress  = √∑i< j(dij−d̂ij)

2

∑i< j(dij
2 )

I valori dello stress possono essere plottati in uno scree plot con il numero
di dimensioni per scegliere il numero di dimensioni più adeguate a descrivere
il dataset, quando non si può scegliere il numero di dimensioni a priori per un
qualche motivo.

Lo stress è uno dei metodi per valutare la bontà di adattamento della con.-
gurazione  dei  punti  (e  quindi  delle  coordinate,  i  valori  delle  dimensioni)
nell’analisi, ma non l’unico. 

Altra soluzione è quella di rappresentare in un plot distanze teoriche (ordi-
nate) e distanze osservate (ascisse) dalla distanza minore alla maggiore. Que-
sto gra.co è noto come diagramma di Shepard. Se il fattore stress è pari a 0, i
punti saranno su una retta che passa per l’origine. Una regressione lineare, tra
distanze osservate e distanze generate dalla procedura di ottimizzazione, può
contribuire a mostrare la bontà di  adattamento del posizionamento multidi-
mensionale. Il valore di R2 ci dice quanto scarto delle distanze viene spiegato
in una relazione lineare; se R2 è prossimo a 1, la con.gurazione ripropone in
maniera soddisfacente le distanze osservate. 

Anche nel MDS attribuire nomi agli assi può essere un utile strumento di in-
terpretazione dei risultati. La posizione di un punto in un quadrante positivo/
negativo non contraddistingue l’oggetto in base al segno ma all’oscillazione fra
le dimensioni individuate sugli assi.

Utilizziamo due dataset che già conosciamo per applicare il MDS: il dataset
dei risultati degli esami degli studenti del corso di laurea in Digital Education
usato nel  capitolo sulla  cluster  analysis  (cap.  6);  i  risultati  a  un questionario
sull’e-proctoring  usato  già  come  esempio  nell’analisi  delle  corrispondenze
multiple (cap. 3). In entrambi i casi siamo davanti a prossimità non dirette, dati
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raccolti non direttamente come distanze/differenze ma come dati/opinioni in
riferimento alle unità statistiche. 

Il primo dataset è composto da 6 variabili e 110 osservazioni (ridotte a 101
escludendo gli studenti che non hanno conseguito alcun esame). Usare il MDS
in questo caso ci permette di cogliere la struttura che sottende i meccanismi di
superamento degli esami a partire dalle distanze fra i voti conseguiti nelle pro-
ve. Usiamo in questo caso un MDS classico perché ci troviamo di fronte a varia-
bili  metriche e di  conseguenza non solo possiamo tenere in considerazione
l’ordinamento delle distanze ma anche il valore reale delle stesse. In R usiamo
cmdscale, una delle funzioni della libreria di base stats. Per scegliere il nu-
mero di dimensioni da inserire nell’analisi, possiamo valutare il valore degli au-
tovalori della matrice di trasformazione. Il numero degli autovalori calcolabili è
pari a quello delle unità statistiche del campione. Plottando gli autovalori con i
numeri delle dimensioni possibili otteniamo un gra.co come in Figura 7.3. 

L’analisi di un simile gra.co si presta a considerazioni soggettive da parte
del ricercatore. Dove ci fermiamo? Se prendiamo un grande numero di dimen-
sioni (per esempio 8 o più) tratteniamo la quasi totalità di informazione ma per-
diamo quasi completamente l’obiettivo di ridurre drasticamente le dimensioni
del campione. Se prendiamo poche dimensioni (ad es. 2) cogliamo l’obiettivo
di una importante riduzione della dimensionalità ma rischiamo di perdere mol-
ta informazione utile. Bisogna bilanciare queste due esigenze contrapposte. La
regola del pollice è quella di considerare i punti in cui c’è una signi.cativa va-
riazione di pendenza con successiva stabilizzazione o comunque una riduzione
meno pronunciata. In questo gra.co (Figura 7.3) sembrerebbe un punto tra 3 e
4.

Figura 7.3 - Plot degli autovalori per il dataset relativo ai voti ottenuti
a 6 esami da 110 studenti del CdL in Digital Education. 
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Per semplicità di analisi, come caso esempli.cativo, usiamo una rappresen-
tazione a due dimensioni (Figura 7.4). La funzione cmdscale a partire dalle di-
stanze calcolate (in questo esempio usiamo distanze euclidee) restituisce le
coordinate dei punti o meglio i valori delle due dimensioni in cui si riassumono
le 6 variabili di partenza (Tabella 7.3). 

Figura 7.4 - MDS metrico per il dataset degli studenti del CdL in 
Digital Education: risultati della funzione cmdscale (library stats) 
rielaborati in forma gra.ca attraverso la funzione ggscatter 
(pacchetto ggpubr). 

Dim.1 Dim.2

1 -3,48 11,29

2 -14,87 15,76

3 -24,53 -5,91 

4 -31,14 -3,32

5 24,50 -1,93

... ... ...

100 15,21 15,50 

101 14,41 16,83 

Tabella 7.3 – Valori delle 2 dimensioni dopo l’applicazione del MDS 
sul campione degli studenti del CdL in Digital Education con 6 
variabili (voti degli esami sostenuti). Nella rappresentazione gra.ca 
le colonne Dim.1 e Dim.2 sono le coordinate dei punti nel piano.
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L’analisi potrebbe continuare lavorando sul gra.co e sulle dimensioni oppu-
re facendo a meno del gra.co e lavorando soltanto sui valori delle dimensioni
considerate come nuove variabili da utilizzare con una tecnica di analisi diver-
sa. 

Un possibile modo per proseguire è quello di applicare una cluster analysis
utilizzando come variabili  le  due dimensioni  individuate.  In Figura 7.5  è  ad
esempio gra.cata la visualizzazione di una cluster analysis non gerarchica, me-
todo kmeans con k = 6. Vediamo già dal gra.co che nei gruppi 1 e 3 i punti
sono più vicini fra di loro (meno distanti e più simili), che il gruppo 5 è il più ri -
dotto e il primo in rosso quello più numeroso. Altre osservazioni possono esse-
re aggiunte a partire da un’analisi descrittiva dei cluster: scopriremo che al pri-
mo gruppo appartengono gli studenti che hanno sostenuto più esami con voti
più alti, ai cluster 2 e 4 studenti con un andamento medio e ai restanti tre grup-
pi studenti che presentano delle dif.coltà. Queste informazioni potrebbero es-
sere utili per mettere in atto strategie di tutorato personalizzate per gruppo op-
pure per collegare i successi accademici a fattori altri come dati anagra.ci, nu-
meracy e literacy, livelli di motivazione e così via. 

Figura 7.5 - Cluster analysis (metodo kmeans, k = 6) successiva al 
MDS metrico per il dataset degli studenti del CdL in Digital 
Education. 

Per veri.care la bontà dei risultati utilizziamo il diagramma di Shepard, nel
quale ordiniamo e gra.chiamo le distanze teoriche rispetto a quelle reali (Figu-
ra 7.6). In questo caso notiamo che i punti si addensano sulla retta bisettrice
che passa per lo 0, anche se vi è una certa dispersione al di sotto della retta.
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Ossia le distanze calcolate tendono a essere minori di quelle reali. Questo  è
soltanto un effetto dell’algoritmo utilizzato per minimizzare la differenza pre-
sente nell’equazione (7.1). Del resto trattandosi di un quadrato di differenze tra
due distanze si otterrebbe lo stesso risultato per valori simmetrici rispetto alla
bisettrice.   

Figura 7.6 - Diagramma di Shepard per MDS metrico (i valori  nel 
plot sono stati calcolati usando la funzione Shepard, libraria: MASS). 

Su questi stessi dati è possibile applicare anche un MDS non metrico. Poi-
ché l’approccio classico è un sottogruppo dell’approccio ordinale, otterremmo
una con.gurazione simile. Nel nostro caso speci.co le due con.gurazioni (Fi-
gure 7.4 e 7.7) tendono a convergere a meno di una trasformazione di simme-
tria/mirroring. 

Proponiamo uno scaling multidimensionale ordinale sul secondo dataset ci-
tato, composto da variabili ordinali e riferito alle opinioni (espresse in una scala
a 4 livelli) degli studenti sugli elementi migliorati dall’uso dei sistemi di e-proc-
toring nello svolgimento degli esami, in particolare: concentrazione, attenzio-
ne, gestione del tempo, ansia, comprensione, motivazione. Il MDS applicato in
questo caso utilizza un numero inferiore di dimensioni rispetto alle 6 variabili
per descrivere le opinioni degli studenti sui sistemi di e-proctoring. Le dimen-
sioni identi.cate contengono le opinioni sui sei elementi e le riuniscono. 
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Esistono più funzioni per svolgere un MDS ordinale. Molto utilizzata è iso-
MDS della libreria MASS. Questa, tuttavia, funziona solo in caso di distanze non
nulle e positive.  Di conseguenza esclude la possibilità di  conservare in uno
stesso campione unità statistiche con comportamenti identici. Come alternativa
abbiamo usato nell’esempio precedente (Figura 7.7) e useremo anche in que-
sto che segue la funzione  metaMDS del pacchetto  vegan. Mentre il software
calcola la soluzione che meglio ottimizza i dati nel campione nel numero di di-
mensioni indicate fra gli argomenti, il sistema ci mostra il valore di stress per
ciascun tentativo di ottimizzazione dei dati. Viene de.nita alla .ne una con.gu-
razione con un univoco valore di stress. 

Figura 7.7 - MDS non metrico per il dataset degli studenti del CdL in
Digital Education: risultati della funzione metaMDS (libreria: vegan) 
rielaborati in forma gra.ca attraverso la funzione ggscatter 
(libreria: ggpubr). La con.gurazione tende a convergere con quella 
in Figura 4.4 a meno di una simmetria/mirroring. 

In Figura 7.8 vediamo i valori dello stress calcolati su un massimo di 8 di -
mensioni (dato che, come abbiamo detto, plottare i valori dello stress ottenuti
da più soluzioni con numeri diversi di dimensioni è una tecnica per scegliere il
numero di dimensioni da utilizzare nell’analisi).  
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Questo è un caso di dif.cile interpretazione. Qual è il numero ottimale di di-
mensioni da selezionare? Non esiste un punto in cui sia evidente una variazio-
ne di tendenza. Si propenderebbe tra 3 e 4 bilanciando la necessità di ridurre il
numero di dimensioni con quella di trattenere la maggiore quantità di informa-
zione. Se consideriamo le prime 4 coordinate, queste saranno quelle su cui ap-
plicare, ad esempio, una cluster analysis. 

Figura 7.8 - Plot dimensioni/stress per individuare il numero di 
dimensioni da utilizzare nell’analisi. 

Tuttavia per una rappresentazione gra.ca visualizziamo i risultati della solu-
zione a 2 dimensioni (Figura 7.9). Calcoliamo poi i cluster con kmeans e k = 3

(Figura 7.10). 

Lo stress calcolato per la soluzione a 2 dimensioni è pari a 0,13, un valore
che comincia ad essere meno rassicurante rispetto alle indicazioni che ci siamo
dati (good = 0.05) ma accettabile. Per ottenere con.gurazioni che meglio rie-
scano a descrivere il dataset, oltre a usare soluzioni a più dimensioni, potrem-
mo fare ulteriori tentativi di analisi modi.cando la tipologia di distanza che ab-
biamo calcolato (passare dalla distanza euclidea a quella di Minkowski o Man-
hattan).  Il diagramma di Shepard (Figura 7.11) e i valori di R2

, tuttavia, indicano
che il modello .tta bene con i risultati (R2 = 0,982). 
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Figura 7.9 - MDS non metrico per il dataset sulle opinioni relative ai 
sistemi di e-proctoring. 

Figura 7.10 - Cluster analysis (kmeans con k = 3) successiva al MDS 
non metrico del dataset sui sistemi di e-proctoring. 
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Figura 7.11 - Diagramma di Shepard per MDS non metrico 
(funzione stressplot, libreria: vegan). 

7.2 - L’uso del multidimensional scaling nella ricerca educativa 

Un primo esempio dell’uso del Multidimensional Scaling in ambito educati-
vo viene fornito nell’articolo “Building the role of ICT coordinators in primary
schools: A typology based on task prioritisation” di José C. León-Jariego e col-
leghi (2020). Gli autori riPettono sulla .gura dell’ICT coordinator de.nita nelle
scuole primarie dell’Andalusia dal 2003, .gura che per alcune caratteristiche ci
riporta a quella italiana dell’animatore digitale individuata dal Piano Nazionale
Scuola Digitale (MIUR, 2015). Il MDS viene usato sia per comprendere la perce-
zione delle funzioni di questa .gura da parte degli stessi insegnanti che per
identi.care gruppi di ICT coordinator con caratteristiche simili. Agli ICT coordi-
nator andalusi è stato somministrato un questionario a cui ha risposto all’incirca
la metà degli intervistati (101). Nella seconda sezione del questionario è stato
chiesto di valutare l’importanza di 8 funzioni relative al ruolo indagato de.nite
in base a precedenti framework scelti dagli autori. 

In una prima fase quindi la tecnica è stata usata per visualizzare la distribu-
zione delle funzioni nel piano cartesiano (algoritmo ALSCAL). La Figura 7.12 ri-
porta i risultati di una soluzione con stress value pari a 0,17 e R2 = 0,998. Nella
rappresentazione gra.ca le due dimensioni degli assi riPettono: 
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● sulle ascisse: il contesto, dalle funzioni relative alla classe a quelle relative
alla comunità scolastica; 

● sulle ordinate: la complessità, da azioni di supporto tecnico alla diffusio-
ne di esperienze innovative. 

Figura 7.12 - Mappa percettiva delle funzioni dell’ICT coordinator 
(León-Jariego et al., 2020, p. 7). 

In un secondo momento la mappa è stata realizzata raf.gurando come punti
i  rispondenti  (algoritmo INDSCAL);  la cluster analysis  gerarchica (metodo di
Wards) condotta sulle coordinate ottenute nel MDS ha identi.cato una soluzio-
ne con tre gruppi di coordinatori con simili punti di vista sulle proprie funzioni
(Figura 7.13). Considerando l’interpretazione data agli assi, vediamo che: 

● il cluster 1 (n = 13) è nel quadrante attività d’aula/compiti complessi. La 
funzione percepita dai coordinatori in questo quadrante è quella di pro-
muovere l’uso delle tecnologie in classe; 

● il cluster 2 (n = 49), il più numeroso, è nel quadrante attività d’aula/compi-
ti semplici. La funzione percepita è quella di supportare l’uso delle tecno-
logie in classe; 
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● il cluster 3 (n = 11) è nel quadrante scuola/compiti complessi. In questo 
caso la funzione percepita è la piani.cazione e gestione dei dispositivi 
tecnologici nella scuola. 

La diversità nel modo di pensare il proprio ruolo da coordinatori è stata ul-
teriormente studiata attraverso la somministrazione di interviste semi-struttura-
te ad alcuni coordinatori estratti da ciascun cluster con lo scopo di giungere a
suggerimenti operativi per le policy e per i percorsi di formazione degli ICT
coordinator. 

Figura 7.13 - Risultati della cluster analysis sulle posizioni degli ICT 
coordinator (León-Jariego et al., 2020, p. 11). 

Andiamo oltre con lo studio di Ernesto López-Gómez e colleghi (2020) che
mostra l’uso del MDS in uno studio psicometrico. Nel caso qui citato, gli autori
intendono ragionare sul tema del  tutorato in ambito universitario.  L’orienta-
mento, il placement, la piani.cazione dello studio, il mentoring, il supporto tec-
nico sono alcuni dei servizi di tutorato più evidenti e diffusi nei contesti dell’alta
formazione. Si tratta di attività dilazionate nel tempo per l’intera durata del per-
corso universitario e che possono essere legate a tre aree: l’area personale-
sociale, l’area accademica e l’area professionale. Sulla base di queste aree e
dello studio della letteratura, gli autori hanno costruito un questionario di 51
domande (17 per ciascuna area) sottoposte poi a 18 esperti per una validazio-
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ne di coerenza, rilevanza, chiarezza e completezza secondo il metodo Delphi.
Le domande chiedevano quanto ciascun item del modello di tutorato proposto
risultasse importante (come dovrebbe essere) e applicato (come è) con valuta-
zioni in una scala Likert a 6 livelli. Hanno risposto al questionario 569 professori
e 679 studenti. I valori dell’alpha di Cronbach hanno confermato la consistenza
interna dell’intero questionario e di ciascuna sezione (valori superiori a 0,90).
L’analisi psicometrica del questionario è stata condotta usando in due tempi
diversi la cluster analysis e il MDS. Dalla cluster analysis è stata presa in consi-
derazione una soluzione con 6 cluster che dividono in due le tre aree con cui è
stato costruito il questionario. Nel MDS PROXSCAL con stress (Normalized Raw
Stress)  pari  a  0,06820,  la  vicinanza fra  gli  item nel  piano cartesiano (Figura
7.14) ha permesso di rilevare 5 aree di cui quella con i punti in rosso potrebbe
essere ulteriormente scomposta in due. La distribuzione degli item in gruppi
coincide nei risultati delle due tecniche. La suddivisione in due parti degli item
di ciascuna area mostra una distinzione fra item che fanno riferimento a un sup-
porto pratico su servizi, attività, regolamenti, prospettive lavorative e item che
si riferiscono alla funzione di consiglio, guida e coaching. Lo studio rileva le
funzioni del tutorato all’università aspirando in seguito a costruire un modello. 

 Figura 7.14 - MDS sugli item in uno studio psicometrico sui servizi 
di tutorato (López-Gómez et al., 2020, p. 622). 
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Il MDS è usato in un processo di concettualizzazione strutturata denominato
Group Concept Map (Trochim, 1989). Si tratta di un approccio di ricerca misto,
che utilizza pertanto strumenti qualitativi e quantitativi di indagine. In estrema
sintesi, nel processo di Group Concept Map (GCM) le affermazioni derivate da
un brainstorming fra esperti su un determinato tema vengono valutate dagli
stessi, analizzate e visualizzate usando il MDS e la cluster analysis. Lo schema in
Figura 7.15 riassume le sei fasi che compongono il processo: dopo aver sele-
zionato i partecipanti, nella fase 1 si de.nisce il focus dell’indagine e i criteri di
valutazione del tema. Gli esperti selezionati sono chiamati poi a partecipare a
un brainstorming in cui ciascuno in maniera indipendente propone delle affer-
mazioni speci.che sul tema (fase 2). La lista de.nitiva di tutte le affermazioni
(che possono superare il centinaio) viene riordinata dagli esperti e per ciascu-
na affermazione a essi è chiesto di esprimere una valutazione in una scala Li-
kert sui criteri identi.cati per il rating (fase 3). I risultati registrati vengono quin-
di analizzati (e di seguito rappresentati) attraverso un MDS non metrico e una
CA gerarchica: otterremo in conclusione quindi una mappa dei punti delle af-
fermazioni come risultato del MDS e una mappa risultante dalla cluster analysis
con la suddivisione delle affermazioni in gruppi. Le analisi prodotte sui criteri di
rating sono aggiunte alle precedenti e visualizzate in altri gra.ci (fase 4). Si pro-
cede poi all’interpretazione e all’uso dei risultati (fase 5 e 6).

Questa modalità di indagine riesce a utilizzare il linguaggio dei partecipanti
nella de.nizione dei temi di ricerca e ha il vantaggio di restituire una visualizza-
zione gra.ca sulle questioni analizzate. Tool online (ad es. groupwisdom™) fa-
cilitano il processo di raccolta dati e analisi. 

Martine Schophuizen e colleghi (2018) usano il GCM per valutare opportuni-
tà e s.de nell’attuazione di progetti di Open Online Education (OOE) nell’alta
formazione nel contesto dei Paesi Bassi dove 12 programmi sono stati .nanzia-
ti dal governo fra il 2015 e il 2018. Gli autori hanno scelto 59 esperti olandesi
nel settore dell’OOE contattati attraverso canali come LinkedIn, Twitter, contat-
ti personali, siti web. È stato dato loro un mese per completare questa frase:
“La mia istituzione ha la seguente s.da o possibilità sull’OOE”. Sono state colle-
zionate 149 affermazioni ridotte dai ricercatori a 106. Queste sono state riordi-
nate e valutate dagli esperti in base a due criteri: importanza (quanto è impor-
tante questa speci.ca affermazione per realizzare le OOE?) e in#uenza (quanta
inPuenza ha l’istituzione di cui fai parte su questa speci.ca affermazione?). Nel
tool online usato per l’analisi, un bridging value viene assegnato a ciascuna af-
fermazione, con valori fra 0 e 1. Valori simili portano a disporre i punti (e le af-
fermazioni) più vicini in un MDS. Lo stress che nel Group Concept Map viene
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considerato adeguato con valori compresi fra 0,205 e 0,365 conferma che la
mappa dei punti ottenuti dal MDS è una buona rappresentazione del riordina-
mento delle affermazioni. 

Figura 7.15 - Processo di Concept Mapping (Trochim, 1989, p. 3). 
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La Figura 7.16 mostra gli 8 cluster ottenuti fra le affermazioni in seguito alle
procedure di riordinamento da parte degli esperti. L’area rossa contiene i clu-
ster presentati nella maggior parte dei casi come s.de; quella verde i gruppi di
item visti come opportunità. In arancione sono le affermazioni e i relativi cluster
identi.cati come un misto di opportunità e s.da.  

Figura 7.16 - Cluster analysis su s.de e opportunità legate 
all’attuazione di progetti di Open Online Education (Schophuizen et 
al., 2018, p. 6). 

Viene restituito anche un gra.co del tipo go-zone che mostra la distribuzio-
ne delle affermazioni in base ai criteri scelti (Figura 7.17).

Lo stesso procedimento è usato nello studio in un progetto europeo di He-
len Hynes e colleghi (2015) il cui scopo è quello di de.nire un curriculum e i ri-
sultati di apprendimento per gli studenti di medicina sulle attività di passaggio
delle consegne (handoff training). 127 esperti (accademici, medici e infermieri
a vario titolo coinvolti nella formazione dei medici) sono stati invitati a parteci-
pare per email, di questi 22 hanno concluso tutte le fasi dell’intero processo di
indagine. 
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 Figura 7.17 - Gra.co go-zone nel quale sono rappresentate le 
affermazioni sui progetti di OOE sugli assi in base alle valutazioni su 
due indicatori: importanza e inPuenza (Schophuizen et al., 2018, p. 
6). 

La frase che nel brainstorming durato due settimane è stato chiesto di com-
pletare è: “Un risultato di apprendimento speci.co del modulo handoff è”. 4
esperti scelti dal campione hanno selezionato la lista .nale di circa 100 affer-
mazioni da riordinare e valutare in tre settimane sulla base di due criteri:  im-

portanza e dif�coltà nel raggiungimento degli obiettivi. Anche in questo caso,
lo stress ha un valore compreso nel range consentito (0,338) e per questo la
soluzione è considerata una buona rappresentazione del riordinamento delle
affermazioni. Fra le soluzioni con un numero di cluster compreso fra 5 e 16, le
più idonee, a detta dei 4 esperti, sono risultate quelle con 9 e 10 cluster. I clu-
ster, con i nomi ad essi assegnati rappresentano gli elementi chiave su cui co-
struire un ef.cace curriculum sull’handoff training. L’analisi è arricchita dalle va-
lutazioni degli esperti su obiettivi più importanti e più dif.cili da raggiungere. 

Maren Scheffel, Hendrik Drachsler e colleghi (2014) utilizzano le procedure
del Group Concept Mapping per selezionare indicatori di qualità per i learning
analytics tools. 74 partecipanti allo studio hanno proposto 92 idee completan-
do l’espressione “Un indicatore di qualità speci.co per valutare gli effetti dei
learning analytics è”. Alcuni esperti hanno rivisto l’iniziale elenco giungendo a
de.nire 103 indicatori da sottoporre al riordinamento e alla valutazione in una
scala da 1 a 7 in base all’importanza e alla fattibilità. Gli autori hanno sintetizza-
to gli indicatori in 8 cluster dalle procedure di riordinamento: open access, pri-
vacy,  acceptance  &  uptake,  learning  outcome,  teacher  awareness,  learning
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performance, learning support, student awareness. Dall’analisi della letteratura
e dei risultati in riferimento ai due criteri di rating (importanza e fattibilità) è sta-
to in.ne individuato un framework composto da cinque criteri per la valutazio-
ne dei tool di LA: obiettivi, supporto a docenti e studenti nel processo di ap-
prendimento, risultati del processo formativo ottenuti dal tool, caratteristiche
dei dati, aspetti organizzativi.



184  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni



CAPITOLO 8
ITEM ANALYSIS

Al termine del capitolo, il lettore sarà in grado di:

· descrivere le procedure di item analysis;

· distinguere le caratteristiche degli approcci della Classical Test Theory e

della Item Response Theory;

· elencare esempi della ricerca educativa nei quali è stata applicata l’item 

analysis.

8.1 – Item Analysis

In questo capitolo ci occupiamo di tecniche di analisi statistica che hanno a
che vedere con la valutazione, tema centrale nella discussione sulla didattica.
Modelli di progettazione che vedono la valutazione strettamente connessa agli
obiettivi  di  apprendimento  formulati  nei  percorsi  formativi  (Biggs  &  Tang,
2011; Wiggins & McTighe, 2005) ne danno la giusti0cazione: l’ef0cacia di un
percorso didattico può essere provata quando attraverso adeguati strumenti di
valutazione siamo in grado di dire se gli studenti hanno raggiunto i comporta-
menti attesi espressi come obiettivi educativi del corso. Valutare ci permette di
analizzare non solo gli apprendimenti degli studenti ma anche l’ef0cacia del
percorso formativo predisposto. Gli strumenti per la valutazione andrebbero
disegnati in base al tipo di apprendimenti che devono misurare: la misurazione
è parte del processo di valutazione. 

Come altri ambiti scienti0ci, per esempio la 0sica e la statistica, ci hanno in-
segnato nell’ultimo secolo, la misurazione è affetta da un errore casuale tale
che possiamo dire che ciascuna grandezza oggetto della misurazione  è co-
munque affetta da un errore casuale, ε, che la rende una variabile casuale con
tutte le conseguenze e le proprietà che ciò comporta.

Gli strumenti quantitativi di valutazione e in particolare i questionari a rispo-
sta chiusa sono quelli a cui applichiamo le tecniche descritte in questo capito-
lo, tecniche comprese nel termine item analysis le cui basi sono da rintracciare



186  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

nell’analisi psicometrica dei quesiti. Da alcuni decenni, tali tecniche sono state
applicate nella produzione di scale nell’ambito della ricerca ma anche nella va-
lutazione o meglio nei processi di misurazione degli apprendimenti nei quali
usare prove quantitative è diventata  consuetudine.  Esse sono più veloci  da
somministrare, sono vantaggiose su grandi numeri di studenti, permettono di
indagare un numero elevato di argomenti e sono ritenute più oggettive. 

L’ item analysis fornisce principalmente informazioni sulle singole domande,
tuttavia alcuni degli indicatori che vedremo rilevano elementi che caratterizza-
no l’intero set di domande. 

Perché usare queste tecniche di analisi? Attraverso di esse possiamo in pri-
mo luogo stimare le abilità degli studenti come tratti latenti di cui abbiamo già
parlato nel cap. 3 e di cui non possiamo fare delle misurazioni dirette. Le rispo-
ste fornite nelle prove di valutazione dagli studenti da sole non bastano a rile -
vare la comprensione, l’acquisizione di un concetto. La risposta a ciascuna do-
manda è soltanto una manifestazione di una parte del processo di apprendi-
mento (De Luca & Lucisano, 2011). In secondo luogo, possiamo utilizzare i ri -
sultati ottenuti in queste procedure di analisi per esaminare le prove di valuta-
zione e veri0care se le domande sono scritte correttamente, se sono troppo
semplici, se aiutano a distinguere fra gli studenti preparati e quelli no, se è ne-
cessario modi0care il peso che ciascuna domanda ha nel calcolo del punteg-
gio complessivo, se tutte le domande fanno riferimento a uno stesso tratto la-
tente, se è possibile trovare un modello che ci dica con quale probabilità gli
studenti possono rispondere correttamente a una domanda in base alle loro
abilità e alle caratteristiche delle domande stesse. 

Su quali dati si lavora? Dopo aver prodotto un questionario, è buona regola
proporlo a un campione di studenti per veri0carne l’ef0cacia. Nella pratica ca-
pita che non sempre si riesca a realizzare una fase di tryout e quindi la prima
somministrazione del questionario ne diventa la prova sperimentale. In queste
fasi iniziali di utilizzazione di una scala o di un questionario può essere molto
utile usare l’item analysis per i motivi che ci dicevamo. Più in generale, comun-
que, ogni volta che vengono collezionate risposte a una serie di item, le tecni-
che di cui ci apprestiamo a parlare possono essere usate per stimare l’abilità
degli studenti e veri0care le caratteristiche delle domande. 

Gli approcci fondamentali di item analysis sono due: la Classical Test Theory

(CTT) e la Item Responses Theory (IRT) proposta da Rasch negli anni Sessanta.
Nel primo modello (classical e dunque tradizionale) si identi0cano alcuni indi-
catori per valutare gli item. L’abilità dello studente è la somma delle risposte
corrette che dà al questionario. Nel secondo, sono centrali le teorie legate al
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calcolo delle probabilità e alla ricerca di un modello che possa stimare l’abilità
dello studente tenendo in considerazione le caratteristiche delle domande. 

Entriamo nel dettaglio. 

Nella Classical Test Theory (CTT) ad ogni domanda attribuiamo due indica-
tori, de0niti Difficulty Value = DV e Discriminatory Index = DI. 

L’indice di dif0coltà, DV, in maniera controintuitiva rispetto al nome, rispon-
de alla domanda: quanto la domanda è facile? Uno dei metodi più noti (e an-
che più semplice) per calcolare questo indice è quello di determinare la per-
centuale di studenti che ha risposto correttamente alla domanda. 

(8.1) 

Difficoltà  =  
N .Risposte corrette

N .Risposte totali

Altra procedura, più raf0nata, è quella di escludere dal campione gli studen-
ti che hanno acquisito un punteggio attorno alla media all’intero questionario.
Disponiamo quindi i punteggi in ordine decrescente e consideriamo nel calco-
lo del DV soltanto i punteggi che si trovano nelle due code. Si considera solita-
mente il 27% dei punteggi più alti e dei punteggi più bassi. La scelta dei due
gruppi potrebbe essere adeguata ad altre percentuali o anche al primo/terzo
quartile, molto dipende dai dati su cui stiamo lavorando. Il numero dei sogget-
ti che hanno risposto correttamente in ciascuna delle due fasce viene poi sud-
diviso per il numero dei soggetti che fanno parte dei due gruppi. L’espressio-
ne che si utilizza è la seguente: 

(8.2) 

Difficoltà  = 
RH+RL

(NH+NL)−NR

dove RH (Right High) è il numero di quanti rispondono correttamente alla
domanda nella fascia superiore, RL (Right Low) è il numero di chi risponde cor-
rettamente nel gruppo con i punteggi più bassi, NH (Number High) è la nume-
rosità del gruppo dei “migliori”,  NL (Number Low) è il numero dei “peggiori”,
NR (Not respondent) è il numero di quanti non hanno risposto alla domanda. 
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I valori dell’indice di dif0coltà, come è intuibile, oscillano fra 0 e 1: 0 nel caso
in cui nessuno abbia risposto correttamente alla domanda, 1 nel caso in cui tut-
ti abbiano risposto correttamente. Quando il valore tende a 0, la domanda è
dif0cile; se si avvicina a 1, la domanda è facile. 

Solitamente domande con DV inferiore a 0,20 sono considerate dif0cili, do-
mande con DV superiore a 0,80 troppo semplici. Indici di dif0coltà considerati
ef0caci sono compresi fra 0,40 e 0,60. 

Z. A. Ashraf e K. Jaseem (2020) riportano diversi criteri elaborati nel tempo
per identi0care i valori desiderabili del DV: attorno allo 0,5; fra 0,30 e 0,70; fra
0,40 e 0,70. Uno dei metodi che gli autori riportano, in base al quale de0nire i
valori soglia per l’indice di dif0coltà tiene in considerazione il numero di opzio-
ni di risposta: al 100% dei rispondenti si somma la percentuale per la scelta di
una singola domanda e in seguito si divide il risultato a metà. Quindi, ad esem-
pio per una domanda con 4 opzioni di risposta dovremo sommare il 100% al
25% (probabilità di scegliere una sola opzione) e dividere per due: 0,625 rap-
presenta quindi il DV adeguato per i quesiti in esame. 

Alle motivazioni statistiche sulla scelta dei range di accettabilità della dif0-
coltà, vanno aggiunti anche elementi riconducibili agli obiettivi educativi e alle
questioni didattiche. Spesso, ad esempio, all’inizio di un test si inseriscono vo-
lutamente domande semplici per far acquisire agli studenti con0denza e 0du-
cia per completare la prova. O ancora, immaginiamo di voler essere sicuri che
tutti  gli  studenti  abbiano ben chiari  alcuni concetti  di  base prima di andare
avanti con le attività didattiche: in questo caso porremo domande di base con
la consapevolezza che potrebbero risultare semplici. Non sarà questa la scelta
in un test di ingresso per l’accesso a un corso di laurea o in una valutazione
sommativa intermedia o di 0ne anno dove invece prepareremo domande au-
spicabilmente con indici di dif0coltà appropriati. 

Il secondo indice nella CTT, la discriminatività  DI, risponde alla domanda:
quanto questa domanda distingue gli studenti che rispondono correttamente
alle altre domande del questionario da quelli che rispondono in maniera sba-
gliata? Guardiamo ai casi estremi: se tutti gli studenti rispondono in maniera
corretta o al contrario in maniera errata a un determinato quesito, la domanda
non ci aiuterà a distinguere gli studenti preparati da quelli meno preparati, non
sarà cioè in grado di far trasparire il tratto latente, l’abilità di cui parlavamo. 

Per calcolare l’indice DI, possiamo, come per la dif0coltà, individuare le fa-
sce di studenti con punteggi più alti e più bassi (27%) e calcolare la differenza
fra quanti hanno risposto bene nel gruppo dei “migliori” e quanti hanno rispo-
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sto correttamente nel gruppo dei “peggiori” così come nell’espressione che
segue (8.3) nella quale il signi0cato dei fattori è lo stesso dell’espressione (8.2):

(8.3) 

Discriminatività  =  
RH−RL

(NH+NL)−NR

Altra soluzione spesso scelta per il calcolo è quella di considerare DI come
correlazione fra la risposta a un item e il punteggio totale dello studente agli al-
tri item (correlazione punto-biseriale). Useremo allora la seguente espressione:

(8.4) 

Discriminatività  =  
( x̄e− x̄t)

σ
 √(

p

1−p
)

dove x̄ e è la media dei risultati degli studenti che hanno risposto corretta-
mente all’item,  x̄t è la media totale dei risultati,  σ è la deviazione standard
dei risultati al test, p la percentuale di risposte corrette (DV). 

L’indice  DI assume come la correlazione valori fra -1 e 1, vale 0 se tutti ri-
spondono in maniera corretta o errata (siamo nel caso in cui le risposte all’inte-
ro questionario e le risposte all’item in analisi sono indipendenti). Assumerà va-
lori positivi se tendenzialmente gli studenti preparati rispondono correttamen-
te; valori negativi se a rispondere correttamente sono gli studenti meno prepa-
rati che non hanno punteggi molto alti nel resto del questionario. 

Gli  item si  considerano molto buoni  quando  DI > 0,40;  ragionevolmente
buoni ma da migliorare per DI compreso fra 0,30 e 0,39; necessariamente da
migliorare se DI è compreso fra 0,20 e 0,29; scadenti, da eliminare o rivedere
se DI < 0,19 (Ebel & Frisbie, 1991, p. 232). Valori del DI superiori a 0,90 sono
da veri0care poiché estremamente elevati e poco verosimili. 

Un terzo indicatore, non sempre citato ma che può essere utile inserire in
questa discussione, è l’ef0cacia dei distrattori ossia delle risposte errate (DE):
chiunque abbia dovuto produrre dei quesiti a risposta multipla, sa che scrivere
le opzioni errate è la fase più impegnativa. Motivo che spiega anche perché
molto spesso si scelga di scrivere (erroneamente) domande in forma negativa
(es. quale delle seguenti affermazioni è falsa? Quale dei seguenti NON è … ?).
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Se un distrattore non viene scelto, potrebbe essere debole, ovvio, mal formula-
to. Questa formulazione inadeguata comporta delle conseguenze sui prece-
denti due indici: escludendo un’opzione di risposta, la domanda risulta di più
semplice soluzione perché aumentano le probabilità  di  rispondere corretta-
mente. I criteri standard prevedono che per considerare un item funzionale e
ben scritto, almeno il 5% dei rispondenti dovrebbe selezionarlo come risposta.

Cosa facciamo una volta che abbiamo trovato degli indici non adeguati per
alcuni degli item nel nostro questionario? I tre indici descritti vanno considerati
contestualmente per ogni domanda dato che ciascuno di essi fornisce delle in-
formazioni indispensabili per valutare la qualità del quesito nella sua totalità.
Rileggendo la domanda insieme ad un esperto dei contenuti possiamo capire
se c’è un modo per migliorarla o se la domanda va eliminata dal paniere. Fre-
quentemente se il DI è basso si preferisce eliminare la domanda o sottoporla a
un profondo ripensamento. Se il quesito è troppo semplice (DV alto), le alter-
native di risposta potrebbero non essere suf0cientemente s0danti oppure ov-
viamente errate perché magari contengono quei termini come “solo”, “sem-
pre” o opzioni come “tutte le precedenti” oppure “nessuna della precedenti”
che funzionano come dei campanelli d’allarme nella lettura; in una domanda
dif0cile (DV basso) potrebbe per esempio esserci un’alternativa di risposta ve-
rosimile o parzialmente vera che raccoglie un numero alto di preferenze da
parte degli studenti. Domande che non discriminano (DI basso) potrebbero es-
sere scritte in forma negativa. Questi sono soltanto alcuni esempi di formula-
zioni non corrette delle domande, si veda Domenici e colleghi (2021, pp. 148-
150) per una rassegna completa. 

L’indice di  dif0coltà  e l’indice di  discriminatività sono due indicatori  che,
come abbiamo detto, fanno riferimento a singoli item. Su un questionario inte-
ro invece, su una scala completa, possiamo calcolare l’indice  α di Cronbach
che abbiamo introdotto a proposito dell’analisi fattoriale. L’indice compreso fra
0 e 1 misura la coerenza interna del questionario e risponde alle domande: i
quesiti misurano tutti lo stesso tratto latente? Sono coerenti fra loro? Valori di α
al di sotto dello 0,60 sono solitamente considerati inadeguati. Insieme all’indi-
ce α di Chronbach si annovera l’indice Kuder-Richardson 20 (KR-20), identico
al precedente ma usato per variabili dicotomiche. 

Scendiamo nella pratica e vediamo come usare questi indici su dati reali con
un campione composto da 865 studenti che hanno compilato un questionario
fatto da 10 domande a risposta chiusa con 4 opzioni di cui una corretta. 

Ciascuna delle domande ha un comportamento dicotomico: nella Tabella
8.1, come si è soliti fare, indichiamo con 1 il caso in cui lo studente abbia rispo-
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sto correttamente alla domanda, con 0 il caso in cui abbia risposto in maniera
errata. La somma delle righe restituisce il punteggio conseguito da ciascuno
studente (compreso fra 0 e 10) e rappresentato nell’istogramma in Figura 8.1
dove notiamo uno spostamento a destra dei valori totalizzati con maggiore fre-
quenza. La somma delle colonne fornisce il numero di risposte corrette per cia-
scuna domanda. Dividendo tali  valori per il totale dei rispondenti, possiamo
calcolare l’indice di dif0coltà dei quesiti come dall’espressione (8.1). 

N. Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 Q10 Punti

1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 4

2 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 7

3 1 1 0 0 1 1 1 1 0 0 6

4 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 5

5 0 1 0 1 0 1 1 0 1 1 6

6 1 1 1 1 0 1 1 1 1 0 8

7 0 1 1 0 0 1 1 1 1 1 7

8 1 1 0 1 1 1 1 1 1 0 8

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

865 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 10

Tot. risposte

corrette
507 778 558 489 361 668 694 688 816 649 -

Di�coltà 0,59 0,90 0,65 0,57 0,42 0,77 0,80 0,80 0,94 0,75 -

Tabella 8.1 - Dataset costituito da 865 osservazioni su 10 quesiti. 
Nella tabella riportiamo i punteggi conseguiti da ciascuno studente 
(ultima colonna) e l’indice di dif0coltà calcolato come rapporto fra 
risposte corrette e risposte totali (ultima riga). 

Riportiamo nella Tabella 8.2 i valori della dif0coltà appena calcolati e utiliz-
ziamo le espressioni (8.2) e (8.3) per calcolare rispettivamente la  DI e la  DV.
Consideriamo nel gruppo dei “migliori” i punteggi superiori all’8 e nel gruppo
dei “peggiori” quelli inferiori al 6. I due valori corrispondono al primo e al terzo
quartile. Appartengono al primo gruppo 201 studenti (NH = 201), al secondo
149 (NL = 149). Per ciascuna domanda calcoliamo il numero di studenti che in
ciascuno dei due gruppi ha risposto correttamente alla domanda stessa e ap-
plichiamo le formule. 

Cominciamo con il veri0care che il valore di  DV calcolato con le due diffe-
renti procedure ci restituisce valori diversi all’incirca di 0,1. Tuttavia, le criticità
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emergono in entrambi i casi. Sono ad esempio da rivedere gli item Q2 e Q9
come item troppo semplici. 

Figura 8.1 - Distribuzione dei punteggi del dataset in Tabella 8.1. 

Elevati invece sono i valori della DI degli item Q4, Q6 e Q8 di cui per tale
motivo andrebbero veri0cati i contenuti e i distrattori. 

L’ultima riga della Tabella 8.2 contiene i valori dell’indice di discriminatività
calcolato come punto biseriale. Per questo calcolo, così come per il resto del
paragrafo ci serviremo di R e del pacchetto ltm che è stato realizzato espres-
samente per lavorare sui  latent trait model (Rizopoulos, 2007). In questo caso
abbiamo usato la funzione biserial.cor (avremmo tuttavia potuto usare an-
che la funzione di base cor di R ottenendo valori simili). I valori di DI delle ulti-
me due righe sono molto diversi fra loro, siamo davanti a due procedure di
calcolo differenti in cui i valori centrali assumono un ruolo importante: esclusi
nella riga 3, appiattiscono i risultati nella riga 4. 

Usiamo dallo stesso pacchetto ltm la funzione cronbach.alpha che come
dice lo stesso nome ci restituisce il valore dell’indice α di Cronbach, per questo
dataset modesto, α = 0,553. Questo indica che la coerenza delle domande fra
di loro non è elevata, le domande probabilmente non indagano un unico tratto
latente. 
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Indice Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 Q10

DV (8.1) 0,59 0,90 0,65 0,57 0,42 0,77 0,80 0,80 0,94 0,75

DV (8.2) 0,64 0,82 0,75 0,60 0,54 0,69 0,72 0,71 0,89 0,71

DI (8.3) 0,80 0,69 0,53 0,89 0,82 0,89 0,82 0,88 0,56 0,84

DI (8.4) 0,43 0,52 0,21 0,49 0,41 0,56 0,54 0,56 0,41 0,49

Tabella 8.2 - Indici di dif0coltà DV e discriminatività DI per i 10 item 
dell’esempio calcolati utilizzando le espressioni (8.1), (8.2), (8.3), 
(8.4).

È bene sapere che la funzione descript del pacchetto ltm fornisce le stati-
stiche descrittive per un dataset composto da item e l’intero set di indicatori 0-
nora descritti. Essa ci restituisce il numero delle domande e delle unità statisti -
che,  la  percentuale di  studenti  che hanno risposto correttamente a ciascun
item, i punteggi totali, la correlazione punto biseriale, l’α di Cronbach, i p-value

calcolati sul c2 delle associazioni a coppie di item: quelle problematiche ci pos-
sono fornire indicazione su item critici che hanno un alto livello di associazione
fra di loro. 

Anche  su  Moodle,  uno  dei  più  noti  e  utilizzati  sistemi  di  gestione
dell’apprendimento per la formazione a distanza, il sistema di Report per le at-
tività Quiz contiene interessanti riferimenti alla Classical Test Theory e in gene-
re all’analisi psicometrica dei questionari come si può vedere dagli screenshot
nelle Figure 8.2 e 8.3. La prima sezione (Figura 8.2) fornisce una sintesi su tutte
le risposte del Quiz, sul primo o ultimo tentativo, sul tentativo migliore. In parti-
colare, otteniamo per l’intero questionario punteggi medi e mediana, deviazio-
ne standard; inoltre, i valori della kurtosis e della skewness della distribuzione
dei punteggi, l’α di Cronbach, i parametri di errore. 

La seconda sezione (Figura 8.3) contiene per ciascuna domanda i valori del-
la dif0coltà (qui indicata come abilità ossia percentuale di risposte corrette da
parte dei rispondenti) e della discriminatività (punto biseriale), il peso previsto
(in Figura, 10% poiché uguale per le 10 domande che compongono il questio-
nario) e il peso effettivo (quello stimato come più adatto rispetto alle caratteri -
stiche della domanda). 
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Figura 8.2 - Prima sezione di reportistica su Moodle per i 
questionari: Quiz > Report > Statistiche. La sezione contiene valori di
sintesi sull’intera prova di valutazione.

Figura 8.3 - Seconda sezione di reportistica su Moodle per i quesiti: 
Quiz > Report > Statistiche. La sezione contiene nelle righe valori 
riferiti ai singoli item che compongono la prova di valutazione.
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La Classical Test Theory vincola i risultati delle prove (i voti per intenderci) ai
quesiti degli item. L’Item Response Theory, invece, introduce un approccio di
natura probabilistica nell’analisi che mette in relazione l’abilità dello studente e
la dif0coltà degli item con la probabilità che lo studente risponda correttamen-
te alle domande; a partire dai dati raccolti in fase di tryout o nella prima som-
ministrazione della prova permette dunque di de0nire e confrontare modelli
nei quali uno studente con una certa abilità ha una determinata probabilità di
rispondere correttamente a un quesito con certe caratteristiche. A posteriori e
in procedure che prevedono approssimazioni successive stimiamo quindi l’abi-
lità θ di un dato studente, il tratto latente che ci poniamo l’obiettivo di misurare
nei questionari di valutazione. 

L’analisi fattoriale è la tecnica che ci permette di lavorare sui tratti latenti. La
funzione lineare in cui abbiamo espresso la relazione fra variabili manifeste e
latenti nel capitolo 3 è utile per le variabili metriche, qualcosa necessariamente
cambia nel momento in cui ci troviamo a lavorare con variabili binarie come in
questo caso: la relazione che lega le variabili rilevate (in questo caso le risposte
alle domande) e i tratti latenti da utilizzare è invece quella logistica (Bartholo-
mew et al., 2008) che abbiamo già incontrato parlando di regressione logistica
nel capitolo 5. 

Risulta quindi che 

(8.5) 

pi ⁡ =  a  +  bi 1 f 1  +  bi 2 f 2  +  …  +  bik f k

dove p è la probabilità (con valori come è noto compresi fra 0 e 1) che uno
studente risponda correttamente alla domanda i, fk i fattori latenti. 

Trasformazioni e sempli0cazioni conducono a de0nire un modello di base
nella notazione: 

(8.6) 

pi  =  gi  +  (1−gi)  
e

(ai+bi θ)

1+e(ai+bi θ)

dove  pi  è la probabilità che uno studente risponda correttamente alla do-
manda i,  bi è il potere discriminante dell’item i,  θ l’abilità dello studente,  ai la
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dif0coltà dell’item i e g il parametro guessing ossia la probabilità che uno stu-
dente con scarsa abilità risponda correttamente all’item. 

Questa formulazione si riferisce al modello più completo e più complesso a
tre parametri, detto di Birnbaum. 

Il modello logistico di Rasch, detto a un parametro, ipotizza che g = 0 e che
la discriminatività assuma un valore 0sso per tutte le domande. In questo caso i
parametri da calcolare sono quelli legati all’abilità θ dello studente (che ricor-
diamo essere il tratto latente) e la dif0coltà a della domanda i. 

Nel modello a due parametri, solo il guessing viene escluso (g = 0): il secon-
do parametro è la discriminatività bi. 

Per applicare la IRT è necessario veri0care due presupposti (Wallace et al.,
2018): 

1. gli item devono essere indipendenti fra loro, ossia la probabilità che 
lo studente risponda correttamente a un item deve essere legata solo
all’abilità dello studente e non a risposte ad altri item o ad altri fattori;

2. il test deve essere unidimensionale, ossia un unico tratto latente deve
spiegare completamente la performance dello studente nella prova. 

Nel pacchetto  ltm (che è solo una delle possibilità esistenti fra sofware e
pacchetti di  R) tre diverse funzioni ci permettono di calcolare i modelli a uno,
due, tre parametri. Si tratta rispettivamente delle funzioni rasch, ltm, tpm. 

Le tre funzioni restituiscono i valori dei parametri insieme a stime della bon-
tà del modello come AIC (Akaike Information Criterion), BIC (Bayes Information
Criterion) e massima verosimiglianza. 

Dai valori dei parametri e attraverso un processo iterativo di ottimizzazione
con le procedure di massima verosimiglianza, viene stimata l’abilità θ per cia-
scuno studente, elemento fondamentale come vedremo nel prossimo paragra-
fo quando usiamo per 0ni didattici la IRT. Quest’ultima, così anche come la dif-
0coltà e la discriminatività degli item, sono espresse usando i logit, i logaritmi
dell’odds ratio.  In particolare,  l’abilità di  un dato studente risulterà espressa
dalla notazione: 

(8.7) 

θ  =  log ⁡
p

1−p
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dove p è la percentuale di risposte corrette fornite dello studente. Nei risultati,
per fare un esempio dunque, θ = 0 indica che lo studente ha risposto corretta-
mente al 50% delle domande del questionario essendo p / (1 - p) = 1 e log (1)

= 0. Valori negativi di θ indicano che lo studente ha risposto a meno del 50%
delle domande e viceversa per i valori positivi (si vedano le proprietà elemen-
tari della funzione logaritmo). 

Gra0camente la forma che la relazione individuata fra i parametri assume è
quella che della curva a forma di S che abbiamo incontrato nella regressione
logistica (cap. 5). Per ciascuna domanda con una data dif0coltà potremo gra0-
camente visualizzare la probabilità che uno studente con una data abilità possa
rispondere correttamente. Questa curva viene de0nita Item Characteristic Cur-

ve (ICC). [Nota bene: la probabilità non raggiunge mai i valori dello 0 o dell’1,
ciò signi0ca che  c’è sempre una possibilità per gli studenti con abilità molto
basse di rispondere correttamente a una domanda e, viceversa, per studenti
con abilità molto alta di sbagliarne una!] 

Figura 8.4 – Item Characteristic Curve dei 10 item dell’esempio in analisi.
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Nella  Figura  8.4  vediamo le  ICC calcolate  sulle  10  domande nel  nostro
esempio usando la funzione plot.rasch del pacchetto ltm applicata in que-
sto caso ai risultati della funzione rasch dello stesso pacchetto (modello a un
parametro). La probabilità che studenti con il valore di abilità più basso calco-
lato (-4) rispondano correttamente alla domanda Q5 tende a 0; il valore della
stessa percentuale sale al 50% per la domanda Q9 che, come possiamo osser-
vare, è più piatta. La domanda Q5 è quindi più dif0cile della Q9. Curve più ripi-
de come la Q3 e la Q4 hanno un maggiore potere discriminativo perché il pas-
saggio da livelli bassi di abilità a livelli alti è più immediato. 

Riportiamo a seguire altri due gra0ci che si possono ottenere dalla stessa
funzione: l’Item Information Curve (Figura 8.5) e il Test Information Curve (Figu-
ra 8.6). Entrambi riportano la percentuale di informazioni che i singoli quesiti
nel primo caso e l’intero test nel secondo forniscono in riferimento all’abilità
degli studenti. Gli item Q9 e Q10 forniscono più informazioni su abilità basse, il
Q5 su abilità che tendono a valori più alti. L’intero test fornisce informazioni
piuttosto su bassi livelli di abilità che su alti: il 60% delle informazioni fornite
dal test è riferibile ad abilità comprese fra -4 e 0. 

Figura 8.5 - Item information curve dei 10 item dell’esempio in analisi. 
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Figura 8.6 - Test information curve calcolato sull’intero questionario in analisi.

8.2 - L’uso degli approcci della Classical Test Theory e della 

Item Response Theory nella ricerca educativa 

Kennedy Quaigrain e Ato Kwarmina Arhin (2017) fanno uso degli indici del-
la CTT per valutare un questionario a risposta chiusa composto da 50 doman-
de da svolgere in 65 minuti somministrato a 247 studenti in un corso post-lau-
rea in Educazione presso il Politecnico di Cape Coast in Ghana. La prova in
questione è l’esame di 0ne semestre proprio in un corso dedicato alla valuta-
zione in  ambito educativo (Educational  Measurement  course).  Le  domande
presentavano 4 opzioni di risposta di cui soltanto una corretta; come da stan-
dard, alla domanda corretta è stato assegnato un punto e alle risposte errate 0.
Pertanto i punteggi conseguibili dagli studenti variavano fra 0 e 50. Gli autori
valutano il test attraverso indici di dif0coltà, discriminatività, la formula Kuder-
Richardson (KR-20) con un focus sulla qualità degli item e l’ef0cacia dei distrat-
tori. 

Calcolano la DV come rapporto fra numero di risposte corrette e numero di
risposte date, considerando eccellenti quelle con un punteggio compreso fra
0,4 e 0,6. Per la DI lavorano sugli estremi al 27%, sottraggono il numero di ri-
sposte corrette dal gruppo con i punteggi più bassi dal gruppo dei “migliori”,



200  -  Analisi Multivariata e Learning Analytics: metodi e applicazioni

normalizzando (dividono cioè  per  il  numero  totale  dei  partecipanti).  Usano
come valori di riferimento per la discriminatività i range riportati sopra da Ebel
e Frisbie (1991). 

La mediana dei punteggi dei partecipanti è pari a 30 con una differenza in-
ter-quartile pari a 9; i valori di asimmetria e curtosi per i punteggi sono consi-
derati accettabili; allo stesso modo è adeguato l’indice KR-20 pari a 0,77. 

La maggior parte degli item ha livelli di dif0coltà accettabili (compresi fra
20% e 90%). L’indice di discriminatività assume valori fra -0,22 e 0,46. Diciotto
dei 50 item del questionario hanno un indice di discriminatività superiore allo
0,3 e pertanto accettabile. Al contrario 20 item, proprio in virtù del loro indice
di discriminatività, necessitano di una revisione completa. 

La Figura 8.7 plotta indici di dif0coltà (ascisse) e di discriminatività (ordinate)
degli  item della prova. Vediamo gra0camente che item molto dif0cili  (DV <

0,20) hanno un indice di discriminatività negativo: le risposte corrette a questi
item non permettono di discriminare soggetti che hanno sviluppato conoscen-
ze sugli argomenti del corso rispetto a quanti non l’hanno fatto. Gli item con
dif0coltà compresa fra 0,50 e 0,70 (range più ef0cace) hanno i valori di discri-
minatività più alti. La discriminatività tende a diminuire per gli item più facili,
dove la maggior parte degli studenti risponde correttamente senza, di conse-
guenza, garantire che l’esattezza delle risposte sia sintomo di una “buona pre-
parazione” sui temi del corso. 

Figura 8.7 - Scatterplot fra indici di dif0coltà e discriminatività dei 50
item di un questionario somministrato in un corso post-laurea in 
Educazione presso il Politecnico di Cape Coast in Ghana (Quaigrain 
& Arhin, 2017, p. 7). 
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Gli autori calcolano inoltre che dei 150 distrattori presenti nelle domande,
ben 38 (25,3%) sono scelti da meno del 5% dei rispondenti. Tale valore può
certamente aver contribuito nel computo di DI e DV. Distrattori poco plausibili,
ovvi o mal scritti possono contribuire ad aumentare la facilità delle domande e
compromettere la discriminatività: la scelta delle risposte non sarà dettata dalla
comprensione dei concetti ma dalla cattiva formulazione degli item e dei di -
strattori. L’uso della CTT ha permesso di identi0care item critici per i valori del-
la DV e della DI che vanno corretti o eliminati, proprio perché potrebbero ren-
dere la prova meno valida e anche meno appropriata a rilevare le reali abilità
degli  studenti.  La ricerca apre la discussione sull’uso di distrattori  funzionali
che hanno ugualmente un ruolo nella de0nizione dei risultati di un questiona-
rio e pone interrogativi sulle questioni più pratiche di costruzione dei quesiti. In
questo caso, ad esempio, alcuni item con un distrattore non funzionale hanno
mostrato un indice di discriminatività superiore ad item con tre distrattori fun-
zionali (rispettivamente 0,26 e 0,17). 

Proseguiamo la nostra rassegna spostandoci nell’ambito dell’insegnamento
dell’astronomia, dove Erin M. Bardar e colleghi (2007) hanno messo a punto la
Light and Spectroscopy Concept Inventory (LSCI) progettata sin dall’inizio per
produrre uno strumento di valutazione standardizzato dei temi della disciplina
e per confrontare l’ef0cacia dei vari metodi didattici nell’insegnamento della
stessa. 

Gli studiosi hanno formulato il questionario a risposta multipla ritenendolo
più semplice da valutare e hanno sottoposto le domande che lo compongono
sia alla validazione di altri colleghi esperti della disciplina, sia a un’analisi del
tryout con un gruppo di circa 50 studenti. Con i valori di DI e DV del primo try-
out, sono stati già in grado di veri0care 4 domande eccessivamente semplici e
una risultata ambigua (Bardar et al., 2007). 

In uno studio successivo (Schlingman et al., 2012) su larga scala, l’inventory
è stato somministrata come pre- e post-test a circa 4000 studenti di 69 classi in
31 istituti statunitensi. Usando gli indicatori della CTT, gli autori hanno calcola-
to dif0coltà e discriminatività nel pre- e post-test. La Tabella 8.3 mostra i valori
degli indici per le prime domande. In questo caso la dif0coltà è misurata come
il numero di domande sbagliate sul numero di domande totali con valori accet-
tati fra 0,2 e 0,8. Dire dunque che l’item 1 ha un livello di dif0coltà pari a 0,81
nel pre-test signi0ca dire che l’81% dei rispondenti ha scelto la risposta errata
alla domanda. I valori accettati per la discriminatività sono fra 0,3 e 0,8. 
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LSCI item
Pre

di�culty

Pre

discrimination

Post

di�culty

Post

discrimination

1 0,81 0,36 0,37 0,49

2 0,89 0,11 0,76 0,53

3 0,83 0,25 0,76 0,25

4 0,81 0,30 0,31 0,44

5 0,64 0,27 0,27 0,37

6 0,77 0,23 0,47 0,46

7 0,80 0,23 0,55 0,46

Tabella 8.3 - Indici DI e DV per i primi item della LSCI nel pre- e 
post-test. In corsivo i valori esclusi nei range (Schlingman et al., 2012,
p. 3/10).

Nel passaggio dal pre- al post-test, la dif0coltà dell’item diminuisce come è
ovvio che sia, dato che aumenta la conoscenza degli studenti dei concetti del
corso. Parallelamente aumenta la discriminatività, poiché gli studenti più pre-
parati sono in grado di rispondere correttamente alle domande e di conse-
guenza gli item riescono maggiormente a rilevare le differenze fra chi è prepa-
rato e chi non lo è. Alcuni item anche nel post-test hanno conservato degli indi-
catori non validi: ad esempio l’item 3 conserva un basso livello di discriminati-
vità (DI = 0,25). Il contenuto di ciascuno di questi item viene analizzato dagli au-
tori anche in base alla funzione che esso assume all’interno dell’inventory. Il
coef0ciente α di Cronbach passa da 0,37 nel pre-test a 0,78 nel post-test; gli
autori giusti0cano questa discrepanza con il fatto che α è sensibile all’omoge-
neità  del  campione di  riferimento e sicuramente nel  pre-test  molti  studenti
condividevano le stesse dif0coltà e dubbi sugli argomenti. 

Il gra0co in Figura 8.8 confronta i punteggi del pre-test con quelli del post-
test, le tonalità di blu indicano il numero di studenti che si collocano in ogni
punto. La linea indica punteggi che sono rimasti identici nel pre-test e nel post-
test. 82% degli studenti è al di sopra della linea. Una fetta del campione non è
migliorata dopo la partecipazione ai corsi o ha conservato uno stesso punteg-
gio iniziale. Questo gruppo di studenti è quello che da educatori e formatori
deve maggiormente attrarre la nostra attenzione e richiedere un nostro inter-
vento. 
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Figura 8.8 – Confronto fra punteggi del pre- e post-test per gli 
studenti nello studio sulla LCSI (Schlingman et al., 2012, p. 6/10). 

Uno studio successivo (Wallace et  al.,  2018) propone un’analisi  condotta
con la IRT sugli item della stessa inventory LSCI nella quale sono stati analizzati
i risultati di pre-test e post-test sullo stesso dataset dello studio precedente. I
tentativi di adattare i dati del pre-test a modelli a due o tre parametri hanno
condotto a scarsi risultati (poor 0t) suggerendo che prima del percorso forma-
tivo molti studenti possedevano poco il tratto latente misurato (l’abilità). Si è
scelto così di utilizzare i dati del post-test per costruire modelli a tre parametri,
introdurre il parametro guessing in questo dataset contribuisce a migliorare il
0t del modello ai dati. Tre item sono stati esclusi: il primo per poor 0t, non si
evinceva una chiara relazione fra l’abilità dello studente e la risposta corretta
nell’item; il secondo perché molto dif0cile; il terzo perché non era indipenden-
te dagli altri item ma sembrava essere in relazione con più di uno (nell’item, in-
fatti, veniva chiesto di confrontare più elementi, come energia, frequenza, lun-
ghezza dell’onda, la velocità delle onde radio e della luce). Altri 6 item che cor-
relavano fra di loro sono stati accoppiati e trattati diversamente, proprio per-
ché a coppie affrontavano un qualche argomento di studio. Il numero di item
su cui si arriva a lavorare è in de0nitiva pari a 20. 

L’interpretazione dei risultati sugli item conduce ad alcune riXessioni. Ad es.
gli item che chiedono di applicare leggi e interpretare un gra0co hanno valori
di dif0coltà e discriminatività più alti. 
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Figura 8.9 – Distribuzione della abilità nel pre- e post-test per 
l’intero campione dello studio (A) e i due sottocampioni con IAS 
superiore (B) e inferiore al 25% (C) in uno studio sulla inventory LSCI 
(Wallace et al., 2018). 
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 Gli item sulle proprietà della luce sono quelli più semplici. Gli item con bassi
valori di guessing devono avere dei distrattori funzionali che impediscono di ri-
spondere correttamente scegliendo a caso la risposta corretta. 

A partire dai parametri calcolati, gli autori hanno stimato l’abilità degli stu-
denti nel pre- e post-test. Gli autori hanno inoltre utilizzato dei parametri forniti
dai docenti per calcolare l’Interactivity Assessment Score (IAS) che assume va-
lori compresi fra lo 0 e il 49% e corrisponde alla percentuale del tempo speso
in classe in attività interattive dove per interattive ci si riferisce ad attività che
sviluppano lo spirito critico preferibilmente lavorando con uno o più colleghi
di corso (Prather et al., 2009). Le classi in cui è stato somministrato LSCI e, di
conseguenza, gli studenti ad esse appartenenti sono stati suddivisi in 2 gruppi
con  IAS < 25%  (lowIAS) e  IAS > 25% (highIAS). Gli istogrammi in Figura 8.9
confrontano la distribuzione della pre- e post-abilità nel campione totale e nei
due sottocampioni con IAS superiore e inferiore al 25%. 

Notiamo che lo spostamento dell’abilità nei range più alti  veri0cato per il
campione totale e il gruppo di classi highIAS non è confermato per le classi lo-
wIAS. Il t-test conferma come statisticamente signi0cativa non solo la differenza
fra i due gruppi nel post-test ma anche quella in ingresso (nel pre-test la media
delle abilità è più alta per il gruppo lowIAS). Il miglioramento delle abilità degli
studenti delle classi highIAS è in media superiore di quasi un intero logit rispet-
to alle classi lowIAS. 

Pertanto, in conclusione, se un docente vuole migliorare di un logit il valore
dell’abilità dei suoi studenti, deve, in base ai risultati di questo studio, dedicare
almeno il 25% del tempo nelle sue lezioni ad attività interattive. 

Anche lo studio di Georgianne L. Connell e colleghi (2016) mostra come si
possa utilizzare la IRT per stimare e confrontare l’abilità degli studenti in pre- e
post-assessment, in particolare in questo caso in un corso universitario di Bio-
logia. 

Il corso, fra quelli introduttivi con i più alti tassi di fallimento, è stato trasfor-
mato da tradizionale a student-centered nei 7 anni precedenti allo studio in
modalità graduale. La struttura Moderate, messa a punto in un primo momento
si è concentrata sulla realizzazione di lezioni interattive con attività come pause
riXessive e think-pair-share.  

Nella modalità successiva, de0nita  Extensive, è stato introdotto un approc-
cio Xipped prendendo spunto da team based learning e collaborative lear-
ning. Sono stati creati dai docenti gruppi permanenti di lavoro composti da 4-6
studenti per completare consegne della durata di circa 30 minuti impostate se-
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condo i principi costruttivisti. In questa seconda modalità di organizzazione del
corso, per ciascun modulo gli studenti hanno trascorso circa 2-4 ore al di fuori
dell’aula 0sica,  guardando videolezioni,  guide,  partecipando a discussioni  e
producendo riassunti. Il tempo d’aula è stato dedicato allo svolgimento di que-
stionari con feedback immediato e di lezioni sugli argomenti più dif0cili. 

Gli autori si sono chiesti dunque se vale la pena investire tempo per realizza-
re corsi così strutturati: è più ef0cace un corso organizzato con un moderato
numero di attività student-centered (Moderate) o con un elevato numero di at-
tività  di  questo  tipo (Extensive)?  In  quale  dei  due  migliora  l’approccio  alle
scienze degli studenti? 

Usando un disegno quasi-sperimentale, hanno proposto a due classi di Bio-
logia, ciascuna composta all’incirca da 180 studenti, un corso basato sugli stes-
si contenuti, tenuto nello stesso semestre e condotto nello stesso giorno della
settimana da uno stesso docente con i due approcci, Moderate ed Extensive. 

Oltre ai punteggi degli esami e all’uso di una scala per valutare le attitudini
all’apprendimento della scienza degli studenti, sono stati somministrati un pre-
e un post-test composto da 40 domande di cui 28 riprese da altre inventory e
12 prodotte in maniera originale dagli autori. Dei 40 item, 5 non hanno supera-
to la veri0ca dei prerequisiti (criterio dell’indipendenza degli item) e sono stati
eliminati; altri 6 sono stati fusi in coppie perché correlati fra loro. 

Attraverso un metodo a posteriori,  gli  indicatori  calcolati  nel post-assess-
ment sono stati usati per calcolare l’abilità degli studenti nel pre- e post-test. I
modelli di IRT a due e tre parametri sono stati usati per aumentare la compren-
sione della performance degli studenti. La Figura 8.10 riporta le percentuali
delle abilità degli studenti nel pre- e post-test nei due gruppi, possiamo osser-
vare (anche se con effetti meno marcati del precedente studio) che nella sezio-
ne Extensive le percentuali di abilità sono aumentate di più rispetto alla sezio-
ne Moderate. Gli autori spiegano tali risultati con l’uso di metodologie didatti -
che attive, attività in gruppi cooperativi,  uso della valutazione formativa e di
processi metacognitivi. 

Per veri0care l’esistenza di differenze demogra0che fra i due gruppi, gli au-
tori utilizzano una regressione lineare dove il punteggio del post-test è la varia-
bile  dipendente  e  le  variabili  indipendenti  sono  il  punteggio  del  pre-test,
l’appartenenza a una delle due sezioni (Moderate/Extensive), il numero di corsi
di biologia frequentati, all’high school o all’università e l’anno di corso. Propon-
gono anche una regressione lineare per vedere se le abilità stimate per il pre-
e post-test sono collegate ai fattori demogra0ci e in particolar modo alla sezio-
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ne di appartenenza. Nella prima regressione lineare, il coef0ciente della varia-
bile sezione (Moderate/Extensive) è di 2,5: tenendo 0sse tutte le variabili, lo
score è quindi più alto di 2,5 punti per gli studenti della sezione Extensive. Nel-
la regressione sull’abilità il valore del coef0ciente della variabile sezione è di
0,18 e non è statisticamente signi0cativo. Questo potrebbe essere attribuito al
fatto che la IRT introduce un grado di incertezza nelle stime che non è comune
nella teoria classica della CTT. La combinazione dell’analisi dei punteggi e del-
le abilità (con riferimento ai modelli tradizionali e probabilistico) sembrano evi-
denziare che nella sezione Extensive il miglioramento degli studenti è stato su-
periore ma gli effetti non sono stati così dirompenti come la prima regressione
lineare sugli score ha lasciato ipotizzare. 

Figura 8.10 – Confronto fra i risultati del pre- e post- test nella 
sezione Extensive e Moderate in un corso di Biologia (Connell et al., 
2016, p. 9).  

Il prossimo e ultimo lavoro che presentiamo, per osservare come CTT e IRT
siano utilizzati nella ricerca educativa, riguarda uno studio condotto in Nuova
Zelanda in un insegnamento universitario di Psicologia educativa erogato nel
primo anno di  corso (Brown & Abdulnabi,  2017).  Il  contributo analizza  due
questionari composti ciascuno da 50 domande con 4 opzioni di risposta, di cui
uno intermedio e uno 0nale che valgono il 50% del punteggio 0nale d’esame.
Il dataset consta delle risposte fornite ai questionari da circa 380 studenti. Sco-
po degli autori è determinare la qualità dei 100 item e veri0care possibili impli-
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cazioni nel superamento degli esami in base al punteggio totalizzato nelle pro-
ve di valutazione. Gli autori sottolineano infatti come nonostante esistano delle
linee guida per la scrittura degli item, talvolta queste non sono seguite e item
malscritti conducono a valutazioni che non sempre corrispondono alle reali co-
noscenze acquisite dagli studenti, anzi forniscono feedback non del tutto at-
tendibili agli studenti sul loro grado di preparazione e agli stessi docenti sulla
preparazione degli studenti e sull’andamento generale del corso. 

Gli autori rilevano e confrontano le caratteristiche psicometriche degli item
usando la CTT e i modelli della IRT a 1, 2, 3 parametri. L’applicazione di ciascu-
na delle soluzioni conduce all’eliminazione di un determinato numero di item.
Il modello che presenta il miglior 0t con i dati è quello a due parametri. Il valo-
re dell’AIC risulta essere quello inferiore se confrontato con i modelli a uno e
tre parametri sia nella prova intermedia che in quella 0nale. Un numero mag-
giore di item nella prova intermedia (come si può vedere nella Tabella 8.4) non
è considerato adeguato, la qualità degli item in questa prova appare quindi
meno elevata. Le Item Characteristic Curve riportate nella Figura 8.11 mostra-
no per alcuni item un andamento inverso o traiettorie piatte, entrambi segnali
di valori poco ef0caci della discriminatività e della dif0coltà.

 

Midterm test Final exam

Raw CTT Rasch 2PL 3PL Raw CTT Rasch 2PL 3PL

k 50 22 24 26 30 50 34 31 47 32

M 23,78 10,53 11,36 13,02 15,69 32,10 21,76 19,95 31,66 20,54

SD 5,96 7,40 3,10 5,07 4,94 6,64 5,99 4,10 6,64 4,50

SEM 3,21 1,81 2,21 2,09 2,52 2,82 2,40 2,28 2,74 1,86

α 0,71 0,94 0,49 0,83 0,74 0,82 0,84 0,69 0,83 0,83

Tabella 8.4 – Statistiche della prova intermedia e dell’esame 0nale 
realizzati nell’insegnamento di Psicologia educativa distinti per 
modello statistico (k = numero di item, M = media, SD= deviazione 
standard, SEM = errore medio, α = alpha di Cronbach, Raw = dati 
grezzi, CTT = Classical Test Theory, Rasch = Modello di Rasch a un 
parametro, 2PL = Modello a due parametri, 3PL = modello a tre 
parametri) (Brown & Abdulnabi, 2017, p. 8).
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Riducendo il numero degli item secondo quanto emerso dal modello IRT a
2 parametri, ricalcolando i voti conseguiti dagli studenti nelle due prove, gli
autori  hanno veri0cato che il  voto  di  ben due terzi  degli  studenti  coinvolti
nell’indagine è cambiato, per 123 studenti sarebbe incrementato e per la stes-
sa porzione di studenti diminuito.

Figura 8.11 – Item Characteristic Curve per la prova intermedia e 
0nale (Brown & Abdulnabi, 2017, p. 8).

Fra i  limiti  dello studio c’è sicuramente l’assenza dell’intervento di esperti
della disciplina nella revisione dei quesiti, con il loro contributo sarebbero pro-
babilmente stati identi0cati item indispensabili per veri0care la copertura della
totalità degli argomenti della disciplina o possibili equivoci. Tuttavia l’articolo
pone l’attenzione su quanto prove mal strutturate possano incidere sulle deci-
sioni sul superamento di un esame: corsi, prove e metodi di analisi delle stesse
meritano un rinnovamento. 
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POSTFAZIONE
Pietro Lucisano

Il metodo e le tecniche di cui disponiamo ci mettono di fronte a grandi re-

sponsabilità, per questo come postfazione a un testo che affronta con serietà e

rigore metodologie di analisi dei dati e prospettive di ricerca, da vecchio arti -

giano della ricerca quantitativa, vorrei proporre ai lettori alcune ri%essioni che

invitano alla prudenza. 

 I dati che rileviamo sono sempre elementi di informazione tratti da un con-

testo, non a caso Dewey preferisce de*nirli “fatti del caso” per sottolineare il

loro legame con il contesto e la loro natura legata a un “qui ed ora” che al mo-

mento dell’analisi è quasi sempre irrimediabilmente passato e perduto. Il ricer-

catore nell’avvicinarsi  ai  dati  dovrebbe costantemente cercare di  richiamare

alla sua memoria il contesto, le interazioni che ne hanno determinato la rileva-

zione e le scelte che ne hanno de*nito le misure. Il metodo, come diceva Car-

tesio, è quella strada vecchia che consente di non commettere errori grossola-

ni e che ci aiuta a riconsiderare, sintetizzare, controllare gli elementi di cui di-

sponiamo per la ricerca. E il metodo, come bene illustrato in questo manuale

da Annamaria De Santis, va seguito con estremo rigore, senza concedersi scor-

ciatoie.  Le  scelte  in  ogni  situazione competono al  ricercatore  che,  tuttavia,

deve tenere presente che non esistono dati in sé al di fuori della loro relazione

con noi, essi sono in relazione a che cosa pensava chi li ha rilevati, a che cosa

vuole vedere chi li osserva e a che cosa si aspetta di poter affermare o fare sul-

la base della loro analisi. Le stesse proprietà dei dati esistono solo in una di-

mensione relazionale. Queste considerazioni ci rimandano alle ri%essioni criti-

che che emergono dalla *sica quantistica che Rovelli  descrive bene nel suo

breve saggio Helgoland: “Le variabili �siche non descrivono le cose: descrivono
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il modo in cui le cose si manifestano le une alle altre. Non ha senso attribuire

loro un valore, se non nel corso di una interazione.” Concetti che dovrebbero

essere familiari a chi ha esperienza di relazioni educative. La natura di un ragaz-

zo, le sue qualità non sono “dati” che una volta presi possono essere assunti

come conoscenza certa. Un ragazzo è in un modo con un insegnante, in un

modo diverso con un altro, risponde in un modo a un certo test e in un altro

modo a un test differente. A noi sembra di guardare ogni giorno lo stesso ra-

gazzo, ma ogni giorno è diverso: non ci si bagna mai due volte nello stesso *u-

me. Il passato non determina il presente e il futuro. Le tendenze mutano rapi-

damente come le intenzioni di voto nei sondaggi. 

La ricerca quantitativa va difesa perché ci  aiuta nella comprensione della

realtà,  anche se forse è  eccessivo pretendere di  trarne evidenze normative

data l’ampia varietà dei fenomeni che studiamo e la grande complessità del

rapporto tra evidenze e decisioni nella vicenda umana.

I dati, è necessario raccoglierne molti, raccoglierli bene e poi interagire con

i loro portati consapevoli delle nostre ipotesi e della nostra equazione perso-

nale, bisogna guardarli e riguardarli, contestualizzarli, ruminarli come San Giro-

lamo diceva della parola di Dio, senza fretta di trarre conclusioni. In*ne, è bene

tenere conto del fatto che metodo e atteggiamento scienti*co sono in un rap-

porto dialettico. Poiché se il metodo è la strada vecchia, sicura, con ridotte pro-

babilità di errore è anche vero che la conoscenza si è costruita attraverso tra-

sgressioni del metodo che di volta in volta hanno portato a nuovi paradigmi.

Bisogna dunque padroneggiare le tecniche di analisi che vengono illustrate in

questo lavoro, essere in grado di applicarle con rigore, di leggerne gli esiti e

poi cominciare a ri%ettere.

Ri%ettere  adottando  quell’atteggiamento  scienti*co  che  Dewey  de*nisce

come “il desiderio di ricercare, esaminare, discriminare, tracciare conclusioni

solo sulla base dell’evidenza, dopo essersi presi la pena di raccogliere tutti i

dati possibili. È l’intenzione di raggiungere credenze, e di provare quelle che

risultano accettabili, sulla base dei fatti osservati, riconoscendo al tempo stesso

che i fatti sono privi di senso a meno che non indichino idee. È, d'altra parte,

l'atteggiamento sperimentale che riconosce come, mentre le idee sono neces-

sarie per l'organizzazione dei fatti, esse sono al tempo stesso ipotesi di lavoro

da veri*care sulla base delle conseguenze che producono”. Le conseguenze
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come le intenzioni diventano allora il banco di prova della validità che non ap-

partiene a uno strumento, ma alle interazioni che questo realizza nei diversi

contesti. 

Così vorrei concludere questa breve postfazione che segue la lettura e inco-

raggia alla rilettura del testo di Annamaria De Santis con alcune parole di Mei-

rieu in cui mi riconosco:  “Essere un esperto invita alla modestia: si tocca con

mano la complessità delle cose e si sperimenta tutti i giorni l’abisso che corre

tra la generosità delle nostre intenzioni e la mediocrità delle nostre pratiche.

Nessuno meglio del ricercatore conosce la distanza incolmabile tra il dire e il

fare. Nessuno conosce meglio di lui l’in�nita presunzione delle menti forti che

credono sia suf�ciente sapere cosa bisogna fare per farlo e che basti tentare

per riuscire ”. 

E tuttavia la nostra ricerca vale la pena.

Roma, agosto 2022

Pietro Lucisano

Sapienza Università di Roma

Presidente della SIRD

Società Italiana di Ricerca Didattica
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ANALISI MULTIVARIATA E LEARNING ANALYTICS:
METODI E APPLICAZIONI

Negli ultimi decenni il crescente uso di ambienti online per la formazione ha
reso disponibili grandi quantità di dati relativi ai processi educativi che,
analizzati in rigorosi processi di indagine attraverso tecniche di analisi
statistica, possono contribuire a descrivere, conoscere e, in definitiva,
migliorare l’apprendimento, l’insegnamento, la pianificazione e
l’organizzazione della didattica. 
Il volume, delineando il legame esistente fra ricerca educativa, analisi
statistica e tecnologie digitali, presenta otto tecniche di analisi multivariata
seguite da applicazioni di tali metodi nell’ambito educativo nel contesto
internazionale. 
Esso intende fornire un contributo per sollecitare l’uso di approcci quantitativi
alla ricerca educativa e l’avvicinamento di due comunità, quella degli
statistici e quella dei pedagogisti, due “culture” scientifiche e metodologiche
la cui collaborazione, in un arricchimento reciproco, è fondamentale per non
perdere l’opportunità di usare i tanti dati prodotti oggi per ampliare la
conoscenza sul modo in cui apprendiamo e migliorare i nostri sistemi
formativi. 
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